

















































































































Applicotdudetermi et endomorphismes remarquables reduction

O Rappel sur les rapports entre AL et matrices

E F 21K_eu de de finie et u ELLE F

SI PE Pf sont deux bases de E et F respectuet
Matta Be A

f1 J
EMmm K

dig

À
et ai déterminé par uled IE ai fi

ChangtdeBase MalluBÉBÉ PMatlu BE BI QPEGLIKI QEGLm Hl

Si AE Man A Matty Bon Beal où
uld Ax et unELLIKTIK

Quand MELIE

Mallu B Mat u.BEBAMatluBEl PMatlu BE P PEGLIK
dela detMatluBl dépend pas deB
Tru I Mallu B dépend pas deB

On dit que deux matrices A A EM m K est équivalente

si J PEGLCKI QEGL.LK A _PAQ
A Mallu Bs B à boredEn

lautaret dit si A est la matrice
de l AL MELIK Km dans des bases differetu

On dit que A A'ERCKI sont semblable si JPEGLIK
tg A P AP

t Mat un B P base de K



1 Rang et déterminant
Rappel S AED IRI rg Anca det A 0

Question peut on aller plus loin

Def Soit AErmin K ICI 1 int JC 41 m4

Ext A I J Aig
ge

EMII IJI K

en biffe de A les lignes et colonnes de ruée pasds I pas ds J

On dit que Et CA I 5 est une matriceextraite de A

Prop Soient I 3in iph C 11 v4 et JE lin jpl 241 on

Soit III IK KP et Igs K _Ike

F II littp
Ifpi tp

Rque I Ing id mais Inf Txt id
Alors TIELCK KI Ing ELK K et

Ext A I D IA Ing
En teres d'endorphines si up KI KI l'ado
associé à Ext IA I et en celui associé à A on a

MIT II Oll FJT II Oll 11kt

Ï ÏÏÏ
Preuve ITI AIK If Ii A ti TI Édito xp
atria

Éaijpxp
et Earl 75 Y le à clore

D



Preuve n 2 Endreplinel
II no Ing en Te n lez TI G Ex G

bicolonne de Et LA I J

Up en

Dae Iou Ing et up coincident sur une base

dac Tfou o Ing Uj D

Théorème Soit AEMn.am

rgA maxlk JI J III IJI kIditExtIA I J 404

Autrement dit le ng d'une notice est la taille maximaled'une extraction carrée de A de determiner son nul

Preuve Ex 13 Soit A CMmm K erga
Ki man 3k 7 I J III HEE dit ExHA I J o

On procède par double inégalité r K et rek

MDK Soient I J aver III IJ K tg
Ext It I J EGL K

Affinate En écrivant A G Cm la faille
L Cg j EJ de 1K est libre
E effet Si Ed G 0 on a Vi Ely 3

Ex aigÉo
Dec TÉIEI Ça a.jo
Dec EN CAFA

II
Core Ext A I J inversible L O D

Par conséquent

arg A dimInA dinvect Ci et dinvectletpej K
Dare r IK



LE K Puisque In A Veet G Cm les vecteurs

Ci Cnl Elk engendrent In A donc on peut en extraire

une base de In A IG G de dinInA r

On pose 14 ji ji Alors un Iy K K de ngr
On a alors A Ing G CI Chl
et ces vecteurs st libres ds K

Affinat J en luni Élu vecteurs de la base canonique
tels que C's En em cnn.nl base de K

En effet Si 14 et engendre K on a gagnépuisquelibresSi on Jer tg en E Veet C Et sinon Veetlci eh
contiendrait et et donc leur veet cad K Dec
Ci ci emp libre Et puis on continue D

Posons alors I CK Les seu Veet ei ie et VectIksont en sommes directes et LE
EID Ex K

Posons alors tt Els r décomposons alors Cj CI Cjue
Cad va E É É
Alors ICI Chk __ l're C'qui lui en.nl base
de 1K donc CLI CLI en lama aussi par
operations élémentaires ni le colonnel_Dans la faille
d'aI L'a est une faille libre de 1K don de rangs
donc une base de EI Q TI IE EI K est

evident en isomorphisme

t ref
Del TI CII l'a base de 1K

Mais ITI Cf ITI Cfe
Dee TIC CI CH base de K

Dec II A Ing TICE TICH K K supeetve
ecbipective.Decdet TIA Ing del Ext A I J

Dac k Dr



2 Equivalence

The Si A EM in Ikl a rang r alors A est équivalente
à la matrice

Êt
Par il suffit de trouver une base B de K et J'dek
telles que Mathur B B a If
Soit H un suppleretaire de Ken Un ds K

K Kerua H_

D'apres le there du rang dimH r et celle injective
Soit de Ifffasedetenua 4 ml base dek B

Puisque nain est injectue repli util libre donc on
peut copleter cette faille par des vecteurs en 1 base de K

D naval Malval fr 1 f
natal aacul.ua tFi

1 0
Alors natl.ua p p O

until I ngo
fr 1

110 0fn 1 0 0

D

Donc quitte à change les bases de depot et d'arrivées ds
lesquelles on exprime notre AL la matrice d'une AL dorée
peut être rendue très simple



3 Reduction par similitude E reu dir n

PI u EL E Trouver une base BE pour laquelle
Mattu Be et la mph possible

Dan trouve parmi les matrices PAP Afixée PEGULA
ne matin ple que les autres 9cg

Def n ELIE diagonalisable si J Be base de E tg
Matte Be

g
diag di di

Rque Si u diagonalisable Mat Ink BE Hoje bete

Exemples G graphe complet à n sonnets
autophoquenommot est relié à ts les

Alala
f1

1

i il
rg A6 1 donc di ke Ald n I

AH f f
en

f
da ke

Donc Ken A 6 Veet 1 R

Emm I Et
Donc si B Banal 1 B base de R
et Matlab B

f01
6 graphe bipartite p qu

KÉ f1 Ü



Alors en ecriver X Xp y Kg É
on a

qua
lXp AgipXq

Us Xg ApqXp

Alors un x du

faut
a du

tôt
tu txp a dsen

Je

soit d o lead seeker un
et y sent 0cg O

reprit ta 0

soit die Alors
ZÉ IIII

et du gq
I bye pa

Alors l espace Kenna Yûgi EEE codimensiez

et si 6 0
4
da q y d'n qdy pq a

dy pa d'y pdr pqy
Dac soit x et y 0 alors Je 0

soit d Pq et a g Ek qq
Finalet si I f Matej P À

Jà Matty

Evident xp yq st indepedats pas ds Mercia Alas
R Veet xp yg Kerns

Un Ved IT Iq Pq Id MalKeun O

Da ds 1 base adaptée à cette décoparition Ip
Mat unB FÉ



Def Polynôme caractéristique n ELLE ou AEM_ K

La définit Ruth dette_ Id

Pep MEKSI coefft dominant 45
Preuve Soit B base de E et A Mat u B

Ruth det A E Id

Eee Ell É A talon

Ey Ell É asili t firm
et 6 fixé I armé_t Sirin polynae en t de degré
En 1 sauf si i kil Viet m cad 8 id

a au

iI ÉÉË
Dac du E Kalil et coeff drinat de Xu est le û que
celui de Îlaii El cad 45 B

Prop les racines de Rn sont les valeurs propres de u_

Preuve d valeur propre de re 31401 uld du

Kerlu d Id hot
della Id o

Au d O D

a Diagonalisation

Théorème Si Xu estscindé à racines sples lead
RCA HD II di di di g
Alors en est diagonalisable



L'hypothèse recèreemples est indispensable

si A ff1 Rah IX 1
2 De Ra estscindé

Mais si A était diagonalisable ses 2 upseraient 1 don
A Pff P PidP id donc A faux

Preuve Exi Ker u di Idl Espace propre associé à up di

Affinal Edito Es E

En effet ils est en son directe car si

sent se 0 ni EExi

alas JE IIE
i
Hat En

Soit alors B base qq de E B le _et Posonsalors

x Ritz CAD si d'coord de xi ds basele ll
Ala e preet la j coord de chou des xi one

ait art o

Sint ami

of
er det II

f aI Était disent_o
con di d Fitz

Das ut art 0 Ceci etant vrai Uj en abienau D Dee la none est directe

Puis cou din Es 0 dé Ex 71 Dec

ne Idiom Ex E dim E n Des inégalitéest une égalité
doc de Es 1 Vi et Ez Eai

Soit alors file et où liEEaiso Alors B base de E
car cardinal m et cette faille est libre Alai

Mal lu B
fange

D



Ex A 1 1 Xslt 12 411 4 1 t 3 1

De 9 4 5 3È de
Dac Xa scindé à racines amples dos A diagonalisable

Alors A
y de y 12 ye da El

jÏ y aye
Et puisque de d choisis tels que l'espace de solutest de
dimensie 1 ces systemes d'equate EI equivelit à

Y Y A a HEDY
Dee va E l cod va IF v Ia

a A q 1 si Neff Axe IIa Xun

si Haz Un Rtl

Alas AIM ta H I E t l

D 54 14F
Alors 2 vecteurs propres I et R Neetu Veda

De plus a j
solut de IIIÈ E

Mais les systes E et Ed et salut de dins da
les deux quot est liées des

E E de t 1 v 1
Alors x a Xy b on écrit g La pu_
et Xm Amx LIÉ
patron
ça donc se LE r tp Êt

Rq _Hal 1 doc dit to
16 141 done at O I do and I vi



ll_Trigonalisation

Def u EL est trigonalisable si JB basede Etg MatluB
est triangulaire superieure ou inférieure

Pnp Sin E LEI verifié Xu est scindé cad Ruth Tlt dit
Alas n est trigonalisable

Rques Un corps 1K est alg clos si tout polyne su K admet

une racine ex est alg clos
Si K est alg clos Et polyron de KID est scindé En effet
Pa 1 racine ds donc la divisie euclidien de Ppar X D
du P A 7 Q R où R est degré c deg K Ildonc deg R O doc R est une constante_Alors

PHD O RHI donc cote 0 das P K d Q avec

QEKES degq degP I En applique le à raisonner
à Q on obtient

P K a 4 d Qz degQe degP 2

P C IX dit xd ne degP
Ici les di re A pas facént distincts En les regroupant
on obtient la fore demandée D

Doc lo prop dit en particulier que tout endorphine d

un E en est trigonalisable
Preuve de la prop
Cas 1 K est algclos ex On doit montrer que tout ne LE

est trigonalisable Soit dois u ELIE Xu sa polyroe caractéristique

RUE KSS qui est clos do Au adret 1 roche dr EK Da

J sen EE eelv a des_ Considérons alors Es un supplentain

de Veet a Veet a Er E

Pour re EEz on a u al dix Ya Ya EE de feu
unique On pose alors n'ELIEI défini par u x ya



De mère on peut ecrire En Vert xd Ez où n a _taxe

Ceci signifie que veld dises de ser de Elk

De mere on peut poser pour se E Es n 1 1 22 2 y YEE
et u x yo n ELLE d Alors toz tg u la dzs

Cad n g dem dzs doc u a dix 22 2 8323

Par recurrence on obtient une base B iz il

tqulxil
dixitfdjqeteainatlu.tt

jÎÊ
Cas 2 K n'est plus supposé algelos mais Xu est scindé

On reprend la preuve précédete Xu est scindé dare une

racine ds nn tg alal dises puis

Veet a Ez E n'ELIEL

PL on ne sait plus que du est scindé a priori Mais on va
le démontrer

Affirat 2 N K 1 Xu x das Xi est ici dé

En effet considérons une base Bill n de fr de note
T B sen ré ail soit une base de E

aere ratais

ÉPÉE
Alo Mat tu_t'd B djthku.FIBI
DacXult detIMatlu tId Bll

I t det Pattu Id B
H 7 Qu 4 B

La fin de la preuve marche alas de maniere éditique B



c Reduction des endomorphismes des R eu

Puisque C est alg clos V E E eu Vu ELIEL Xu est
scindé Alors

Soit Xu est scindé à racine ample ce digonalisable

Soit Xu a des racines multiples Alors u trigonalisable

Question Que m passe t'il pour les R.eu

The Soit En R.eu et u ELIE

si KERIM est scindé Êtes Idrija Ekg
si tu ERM pas scindé alors
à soit Ru est scindé à racines aples me_Alors u

est diagonalisable par blocs avec blocs de taille sont

7f Mat u B 0 0

Kaï
h 2pm o et f

b Soit tu est scindé à racines multiples ne_Alors u
est trigonalisable par blocs avec des blocs diagonaux
de taille f2

par la

au
au0
at

Rquer a déjà été prouvé ds le pdt
Dans les blocs diagonaux p Lf If sont

des matrices de similitudes des coporées d'une rotate
d'angle Oi et de dilatat par pi



Pour prouver ce theoreme on a besoin du lemme indépedet et
important suivant

Lemme Soit A BE MIR semblables ne 1C donc 7 PEGLIA

tg B P AP Alors A et B est semblables su R

JQ EGL R B T'AQ
De façon gale ni I KC IL 2 corps infinis Si
A B ERIK A semblables n 1 alors elles st semblables

An K


