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Exercice 1. On considère l’application suivante :

Φ : R3 × R
3 → R

(x, y) 7→ x1y1 + x1y2 + 2x2y2 + y1x2 − x1y3 − y1x3 − 3x2y3 − 3x3y2 + 9x3y3

1. Montrer que Φ est un produit scalaire.

2. Écrire la matrice de Φ dans la base canonique.

3. Soit u1 = (0, 1, 1), u2 = (−1, 0, 1), u3 = (1,−1, 0). Montrer que B = {u1, u2, u3} est une base de R
3.

4. Donner la matrice du produit scalaire Φ dans la base B en utilisant la formule de changement de
base.
La base B est-elle orthonormée pour le produit scalaire Φ ? Orthogonale ?

5. En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, donner une base orthonormée de
R

3 pour le produit scalaire Φ.

Exercice 2. Soit n ∈ N. On note Rn[X ] l’ensemble des polynômes à coefficients réels et de degré inférieur
ou égal à n. On considère l’application :

〈·, ·〉 : Rn[X ]× Rn[X ] → R

(P,Q) 7→ P (0)Q(0) +

∫ 1

0

P ′(t)Q′(t)dt

1. Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire sur Rn[X ].

2. On rappelle que B = {1, X,X2, . . . , Xn} est une base de Rn[X ]. Calculer la matrice de 〈·, ·〉 dans
la base B.

3. Montrer que le polynôme P = 1 est orthogonal au sous-espace vectoriel F = Vect (X,X2, . . . , Xn).

4. On définit maintenant :

φ : Rn[X ]× Rn[X ] → R

(P,Q) 7→

∫
1

0

P ′(t)Q′(t)dt

Est-ce que φ est un produit scalaire sur Rn[X ] ? sur C1([0, 1],R) ?

Exercice 3. 1. Rappeler l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Soit x, y, z ∈ R tels que 2x2 + y2 + 4z2 ≤ 1. Montrer que (x+ y + z)2 ≤ 7

4
.

3. Cette inégalité est-elle optimale ?


