Suites et séries de fonctions, TD 1 : convergences simple et
uniforme.

Exercice 1 : Contre-exemples de la convergence simple.

1. Construire une suite de fonctions continues qui convergent simplement vers une fonc-
tion discontinue.

2. Construire une suite de fonctions continues sur [0, 1], & valeurs dans R, qui converge
simplement vers 0, et telle que

/O 1 Fa(t)dt = n.

Exercice 2 : convergences simple et uniforme. Montrer que les suite de fonctions
(fn)nen+ définies ci-dessous convergent simplement sur I vers une fonction f que l'on
déterminera. Etudier alors la convergence uniforme sur /.

1. fo(z) = 2™ pour I =10,1], I =[0,1) puis pour I = [0,a], a < 1.
2. fu(z) =2"(1 —x) sur [0, 1].
3. [l

8

x
= I =10, +00).
) . npour [0, )

4. fo(x) = % pour I = R, puis pour I = (0,+0c0) et enfin pour I = [a, +00), avec

a > 0. Les fonctions f,, et f sont-elles continues sur R?

1
5. fn(x) =y/2? + — pour I =R. f, et f sont-elles dérivables sur R?
n

6. fu(z)= / e~ gt pour T =R,
0

ne~® + x? . i
7. folz) = o ia pour I = [0,00), puis pour I, = [0,a], avec a > 0. En déduire
n—+x
. - 1 e~ 4 a?
la nature de la suite numérique (uy,)pen+ avec u, = o —————dz lorsque n tend

n—+x
vers +00.

8. fn(x) = n?(sinz)" cosz pour I = [0, 5], puis pour I = [0,a], avec 0 < a < .

Exercice 3 : Théorémes de Dini Soit (f,) : [0,1] — R une suite de fonctions conti-
nues, qui converge simplement vers une fonction f : [0,1] — R.

1. On suppose que Vn, f, est croissante et que f est continue. Montrer que f,, converge
uniformément vers f.

2. On suppose que Vn, fn,+1 > fn et que f est continue. Montrer que f,, converge
uniformément vers f.

3. Dans les deux questions précédentes, on conserve les hypotheses de croissance, mais
on omet ’hypothése de continuité de f. Que se passe-t’il alors?

4. Que se passe-t’il si le domaine de définition est (0, 1).



Exercice 4 :  On considére la suite de fonctions (f,,)nen définies sur R par

fn(x):{(l_ﬁ) si0<z<n

0 si x>n.

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement vers e~ 7.

2. Montrer que Vn, la fonction f, est décroissante sur R.

3. En déduire que (f,) converge uniformément vers e”* sur tout intervalle [a, B], avec
a,B €R.

4. Montrer que la suite de fonctions (f,)neny converge uniformément vers e~
[a, +00) pour tout a € R.

T sur

Exercice 5 : convergence uniforme et intégrale impropre. Une fonction f :
(a,b) — R est dite intégrable si il existe une constante C' telle que

b—e
ve, / F()dt < C.

+e

Soit fy, : (a,b) — R des fonctions continues intégrables sur (a,b). On suppose
i) que f, converge uniformément vers f : (a,b) — R sur tout compact de (a,b),
ii) et que |f,(t)| < g(t) ot g: (a,b) — RT est intégrable.

Montrer que f est intégrable et que
b b
/ Fult)dt — / F(t)dt.
a a

Exercice 6 : un espace de dimension infinie pas complet Soit £ := {(2,,)nen, Tn €
R, | 3|7y < +00}. Pour @ € £}, on pose Ni(z) := Y |zn| et Noo(z) := sup |z,|.

1. Montrer que ¢! est un espace vectoriel de dimension infinie, et que Nj et N sont
deux normes sur £

2. Montrer que (¢!, N7) est complet.
3. Montrer que (¢!, Ny ) n’est pas complet.



