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TD 1 : Espaces de Sobolev

Rappels

‚ Un multi-indice I en dimension d est un d-uplet d’entiers naturels I “ pi1, . . . , idq. Sa
longueur est définie par |I| “

řd
j“1

ij . A un tel multi-indice est associé l’opérateur
différentiel

BIf :“
B|I|f

Bxi1
1
. . . Bxid

d

,

qui agit sur les fonctions C8.

‚ C8
c pRd,Ωq :“ tf|Ω, f P C8

c pRdqu. Toute fonction de C8
c pRd,Ωq se prolonge

continûment de façon unique à Ω, et on note encore f ce prolongement.

‚ Pour Ω Ă R
d, W k,ppΩq est le complété de C8

c pRd,Ωq lorsque cet espace est muni de
la norme

}f}W k,ppΩq :“
ÿ

|I|ďk

ˆ
ż

Ω

|BIfptq|pdt

˙ 1

p

.

‚ On rappelle également que pour f P W k,ppΩq, et fn P C8pRnq qui approche f dans
W k,ppΩq, les suites BIfn|Ω, |I| ď k convergent dans LppΩq vers des fonctions BIf qui
vérifient :

@ϕ P C
8
c pΩq,@|I| ď k,

ż

Ω

BIfϕ “ p´1q|I|

ż

Ω

BIϕf.

‚ On convient également que lorsqu’un p et un q apparaissent dans un même exercice,
ils vérifient 1

p
` 1

q
“ 1.

Exercice 1 : Régularité de la classe W 1,pps0, 1rq. Soit tout d’abord f P C8
c pR, s0, 1rq,

prolongée par continuité en 0 et 1.

1. Montrer que

@x, y P r0, 1s, |fpxq ´ fpyq| ď }f 1}Lppr0,1sq|x ´ y|
1

q

2. En déduire que si f P C8
c pR, s0, 1rq vérifie }f}W 1,pps0,1rq ď 1,

@x P r0, 1s, |fpxq| ď 2.

3. Montrer que pour x P r0, 1s, la forme linéaire

δx : pC8
c pR, s0, 1rq, } ¨ }W 1,pps0,1rqq ÝÑ R

f ÞÝÑ fpxq

est continue et se prolonge de façon continue à W 1,pps0, 1rq.

4. Montrer que pour x, y Ps0, 1r, ~δx ´ δy~ ď |x ´ y|
1

q .

Soit à présent f P W 1,pps0, 1rq. Pour x P r0, 1s, on notera f̃pxq :“ δxpfq.

5. Montrer que f̃ P C0pr0, 1sq.

6. Si fn P C8pRq converge vers f dans W 1,pps0, 1rq, montrer que fn converge uni-
formément vers f̃ .

7. En déduire que f̃ “ f dans Lppr0, 1sq.
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8. Montrer que f̃ est Hölder, avec

|f̃pxq ´ f̃pyq| ď }f 1}Lppr0,1sq|x ´ y|
1

q ď }f}W 1,pps0,1rq|x ´ y|
1

q .

9. En déduire qu’une fonction dans W 1,p a un représentant 1

q
-Hölder.

10. Montrer que W 1,pps0, 1rq Ñ C0pr0, 1sq (qui à f associe son représentant continu) est
un opérateur compact, ce qui signifie qu’il est linéaire et que l’image de la boule
unité est relativement compacte.

11. Montrer que C8
c ps0, 1rq n’est pas dense dans W 1,pps0, 1rq.

Exercice 2 : Inégalité de Poincaré en dimension 1. On définit

W
1,p
0

pr0, 1sq :“ tf P W 1,pps0, 1rq | fp0q “ fp1q “ 0qu.

1. Expliquer pourquoi le résultat de l’exercice précédent est nécessaire et suffisant pour
que la définition ci-dessus fasse sens.

2. En utilisant le fait que toute fonction f P W 1,pps0, 1rq a un représentant continu qui
vérifie

|fpxq ´ fpyq| ď }f 1}Lppr0,1sq|x ´ y|
1

q ,

Montrer que }f 1}Lppr0,1sq est une norme sur W
1,p
0

pr0, 1sq, équivalente à la norme
}f}W 1,pps0,1rq.

Exercice 3 : Inégalité de Poincaré. Soit Ω Ă R
d un ouvert dont la projection sur

la première coordonnée est bornée (i.e. Ω Ă t´M ď x1 ď Mu). Pour x P R
d, on pose

x “ px1, x
1q, et on définit

@x1 P R
d´1, Ωx1 :“ tx1 | px1, x

1q P Ωu Ă R,

Ω1 :“ π1pΩq :“ tx1 P R
d´1 | Ωx1 ‰ Hu.

On définit

W
p1,pq
0

pΩq :“ C8
c pΩq

}¨}
W1,ppΩq .

1. Montrer que Ωx1 est un ouvert de R.

2. Soit f P C8
c pΩq. En utilisant l’exercice précédent, montrer qu’il existe une constante

C ą 0 telle que pour tout x1 P R
d´1,

}fp¨, x1q}LppΩx1 q ď C}Bx1
fp¨, x1q}LppΩx1 q.

3. En déduire qu’il existe une constante C “ CpΩq telle que pour f P C8
c pΩq, }f}LppΩq ď

C}∇f}LppΩq.

4. En conclure que }∇f}LppΩq| est une norme sur W
1,p
0

pΩq, équivalente à la norme de
Sobolev } ¨ }W 1,ppΩq.

Exercice 4 : Une autre caractérisation des espaces de Sobolev. On dit qu’une
fonction f P LppRdq a une dérivée I-ème LppRdq au sens des distributions s’il existe
fI P LppRdq telle que

@ϕ P C
8
c pRdq,

ż

Rd

fBIΦ “

ż

Rd

fIϕ.
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On définit alors Wk,ppRdq comme l’ensemble des fonctions LppRdq qui ont des dérivées
I-ème au sens des distributions dans LppRdq pour tout |I| ď k. On munit cet espace de la
norme

}f}Wk,ppRdq :“
ÿ

|I|ďk

}fI}LppRdq.

Le but de l’exercice est de montrer que Wk,ppRdq “ W k,ppRdq.
On rappelle que pour ρ P L1pRdq, ρ ‹ ¨ : LppRdq Ñ LppRdq est un opérateur linéaire

continu. On fixe une approximation de l’unité ρk P C8
c pBdp 1

k
qq, symétrique au sens où

ρpxq “ ρp´xq. On fixe aussi une fonction χ P C8pRd, r0, 1sq à support dans Bp2q qui vaut
1 sur Bp1q.

1. Montrer que si f P Wk,ppRdq, les fI P LppΩq sont uniques, et que ces fonctions sont
toutes nulles si f est nulle. En déduire que } ¨ }Wk,ppΩq est une norme sur Wk,ppRdq.

2. Montrer que W k,ppRdq Ă Wk,ppRdq et que les deux normes coincident sur cet espace.

3. On pose χεpxq :“ χpεxq. Quel est le support de χε.

4. Montrer que si f P Wk,ppRdq, χεf P Wk,ppRdq et

χεf
Wk,ppRdq

ÝÑ f.

5. Pour f, g P C8
c pRdq, montrer que

ż

Rd

f ‹ ρk g “

ż

Rd

f g ‹ ρk.

6. En déduire la même égalité pour f P LppRdq et g P LqpRdq.

7. En déduire que pour f P Wk,ppRdq, ρk ‹ pχεfq P C8
c pRdq et que ρk ‹ pχεfqI “

pBIρkq ‹ χεf .

8. En déduire que BIpρk ‹ fq
LppRdq
ÝÑ pχεfqI .

9. Pour f P Wk,ppRdq, montrer qu’il existe une suite εk Ñ 0 telle que ρk‹pχεkfq
Wk,ppRdq

ÝÑ
f , puis que f P W k,ppRdq et que BIf “ fI .

10. Montrer aussi que ρk ‹ f P C8pRdq X W k,ppRdq et converge en norme W k,ppRdq vers
f .

On a donc démontré que W k,ppRdq correspond exactement aux fonctions f P LppRdq qui
ont des dérivées LppRdq au sens des distributions. On a aussi prouvé que la convolution
de f par une approximation de l’unité fournit une suite dans C8pRdq qui converge vers f
dans W k,ppRdq.

11. Lorsque Ω n’est plus R
d mais un domaine général, reprendre la démonstration

précédente pour montrer que BIpρk ‹ pχεfqq
L
p

loc
pRdq

ÝÑ fI .
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