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TD 1 : Espaces de Sobolev

Rappels
e Un multi-indice I en dimension d est un d-uplet d’entiers naturels I = (iy,...,i4). Sa
longueur est définie par |I| = Z’;:l i;. A un tel multi-indice est associé 'opérateur
différentiel i
oy
orf =

63;? e (hild’
qui agit sur les fonctions C®.

o CP(R%Q) = {flo, [ € CP(RY}. Toute fonction de CF(R% Q) se prolonge
continiment de fagon unique a €2, et on note encore f ce prolongement.

e Pour Q c RY WkP(Q) est le complété de C°(R?, Q) lorsque cet espace est muni de

la norme
Wlweoey = X ([ s |pdt>
|[I1<k

e On rappelle également que pour f € W*P(Q), et f, € C°(R") qui approche f dans
WHP(Q), les suites 0 fni, [I| < k convergent dans LP(Q2) vers des fonctions 07 f qui
vérifient :

Ve € CP(R),V|I] < f orfo = (—D)l Lamf.

e On convient également que lorsqu’un p et un ¢ apparaissent dans un méme exercice,
ils vérifient % + % =1.

Exercice 1 : Régularité de la classe W!?(]0,1[). Soit tout d’abord f € C*(R,]0, 1[),
prolongée par continuité en 0 et 1.

1. Montrer que
1
Yo,y e [0,1], |f(z) = fW) <[ lzoqoaple -yl
2. En déduire que si f € C(R, 0, 1[) vérifie | f|w1rqoap < 1,

Ve e [0,1], |f(z)] <2.

3. Montrer que pour z € [0, 1], la forme linéaire

0p (C?(Rv]ovl[%”HWlP(]O,l[)) — R
f — f(x)

est continue et se prolonge de fagon continue & WP (]0, 1[).
4. Montrer que pour z,y €]0,1[, ||z — dy| < |z — y|%
Soit & présent f € W2(]0,1[). Pour z € [0,1], on notera f(z) := d,(f).
5. Montrer que f € C°([0,1]).

6. Si f, € C*(R) converge vers f dans W1P(]0,1[), montrer que f, converge uni-
formément vers f.

7. En déduire que f = f dans L?([0,1]).



10.

11.

Montrer que f est Holder, avec

~ ~ 1 1
|f(x) = FO) < I leeqoaplz — yle < Iflwreqoaple —yle.

En déduire qu’'une fonction dans WP a un représentant %-Hélder.

Montrer que W1(]0,1[) — C°([0,1]) (qui & f associe son représentant continu) est
un opérateur compact, ce qui signifie qu’il est linéaire et que I'image de la boule
unité est relativement compacte.

Montrer que CX(]0,1[) n’est pas dense dans W1(]0, 1]).

Exercice 2 : Inégalité de Poincaré en dimension 1. On définit

1.

2.

WoP([0,1]) == {f € W(J0,1[) | £(0) = f(1) = 0)}.

Expliquer pourquoi le résultat de ’exercice précédent est nécessaire et suffisant pour
que la définition ci-dessus fasse sens.

En utilisant le fait que toute fonction f € W1»(]0,1[) a un représentant continu qui
vérifie L

[f @) = fOI < | lzoqoaple —yle,
Montrer que | f[zr(o,17) est une norme sur W, P([0,1]), équivalente & la norme
1 lwrqo,1p)-

Exercice 3 : Inégalité de Poincaré. Soit Q c R% un ouvert dont la projection sur
la premiére coordonnée est bornée (i.e. @ < {—M < z1 < M}). Pour = € R%, on pose
x = (x1,2), et on définit

Vo' e R&TL Qo= {xy | (z1,2") € Q) C R,
Q= 7/(Q) = {2’ e R | Q= ).

On définit
Wél’p) (Q) := CSO(Q)H'”WLP(Q)'
1. Montrer que 2,s est un ouvert de R.
2. Soit f € CF (). En utilisant 'exercice précédent, montrer qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour tout z’ € R41,
12V eee,) < Cloe (2 neg,)-
3. En déduire qu'il existe une constante C' = C(Q2) telle que pour f € CX(Q), | fllzr) <
ClIIV £l zr()-
4. En conclure que |V f|rsq)| est une norme sur VVO1 P(Q), équivalente a la norme de

Sobolev || - [[y.pq)-

Exercice 4 : Une autre caractérisation des espaces de Sobolev. On dit qu’une
fonction f e LP(R?) a une dérivée I-eme LP(R?) au sens des distributions s’il existe
f1 € LP(RY) telle que

Vo € CP(RY), f fo;® = f freo.
R4 Rd



On définit alors W¥P(R?) comme I'ensemble des fonctions LP(RY) qui ont des dérivées
I-éme au sens des distributions dans LP(RY) pour tout |I| < k. On munit cet espace de la
norme

”fHkaP(Rd) = Z ”fI”LP(Rd)'

1)<k

Le but de l'exercice est de montrer que W*P(R?) = WkP(R9).

On rappelle que pour p € L'(R%), p - : LP(R?) — LP(R?) est un opérateur linéaire
continu. On fixe une approximation de I'unité p, € CX(B%(%)), symétrique au sens ol
p(z) = p(—x). On fixe aussi une fonction x € C*(R%, [0, 1]) & support dans B(2) qui vaut
1 sur B(1).

1. Montrer que si f € WFP(R?), les f; € LP(£2) sont uniques, et que ces fonctions sont
toutes nulles si f est nulle. En déduire que || - [lyyr.n(q) est une norme sur Whp(R9),

2. Montrer que WHP(R?) = WFP(R?) et que les deux normes coincident sur cet espace.

3. On pose x:(x) := x(ex). Quel est le support de ..

4. Montrer que si f € WFP(R?), x.f € WEP(RY) et

Wk,p(Rd)
Xef —

5. Pour f,ge C*(R?%), montrer que

f f*pkg=f fg*pk.
R4 R4

6. En déduire la méme égalité pour f € LP(R?) et g € LI(R?).
7. En déduire que pour f € WFP(RY), p. * (xof) € CP(RY) et que pp * (x-f)r =
(OrpK) * Xef-

d
8. En déduire que 7 (pg * f) PE) (xef)r1-

. . . Whk.p (R?
9. Pour f € WFP(RY), montrer qu'il existe une suite e, — 0 telle que pg* (e, f) ZPED

f, puis que f e WEP(RY) et que orf = fr.
10. Montrer aussi que py * f € CP(R?) n WHFP(R?) et converge en norme WHP(R?) vers
f.
On a donc démontré que W#P(R?) correspond exactement aux fonctions f € LP(R?) qui
ont des dérivées LP(R?) au sens des distributions. On a aussi prouvé que la convolution
de f par une approximation de 'unité fournit une suite dans C*(R%) qui converge vers f
dans WhP(RY).
11. Lorsque € n’est plus R mais un domaine général, reprendre la démonstration

LY (R¢
précédente pour montrer que 0r(pr * (xf)) 1oc (B%) I



