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TD 3 : Espaces L”

Petit syllabus sur les espaces L’

Soit Q C R? un ouvert de R? (éventuellement Q = R%). Pour p € [1, 4oc[, on définit LP(Q)
comme ’ensemble des fonctions mesurables sur ) qui vérifient I'inégalité

1l == /Q P < +oo.

Pour p = 400, on définit L>°(2) comme ’ensemble des fonctions mesurables sur €2 qui ont
un représentant borné. On définit également pour f € L>(2)

I flloo :=inf{M € R™ | |f(z)| < M p.s. }

Voici une liste des propriétés principales de ces espaces :
(A) || - ||z» est une norme sur LP(€2).
(B) (LP(, ]| - [|z»)) est un espace de Banach,

(C) C(£2) est dense dans LP(€2) pour la norme || - ||z». On peut donc voir LP(€2) comme
le complété de C°(£2) pour cette norme.

(D) Pour p €]1,4o00[, LP(Q2) est séparable et réflexif. Pour rappel, un espace E est
séparable si il contient une partie dénombrable dense. Il est réflexif si 'application

J : EFE — FE*
e — (A€ E"—Ale)

est surjective (elle est alors bijective).
(E) Pour p € [1,4+00), le dual de LP(Q2) est isométrique & L(2), via I'application
T . Li1Q) — LP(Q)*
g (f%/gfgdu)

Le but de ce TD est de prouver une partie des résultats ci-dessus. Précisément, les
points (A), (B), et (E). Le point (D) sera traité en cours.

1 Les espaces (L?(Q),] - ||zv)

Exercice 1 : L*>°(Q2). Montrer (A) et (B) quand p = 4o0.

Exercice 2 : Inégalité de Minkowski. Le but est de démontrer que || - ||z» est une
norme sur LP(Q2) pour p < 400.



1. Montrer 'inégalité de Minkowski : si f et g sont mesurables sur €2,

</Q|f+g|pdﬂ>éS </Q|f|pdu>;+</ﬂ|g|pdu>;‘

Indication : on pourra poser f’ =

L 4= g et utiliser une inégalité de convexité. Une
IfllLe (o) llallLp (o)

autre solution classique passe par 'inégalité de Holder.

2. En déduire que [ - [[1»(q) est une norme sur LP(£2).

Exercice 3 : Complétude. On démontre ici que (LP(Q), [ - HLp) est complet pour
p < +00. On considere une suite de Cauchy (fy,)nen.

1. Montrer qu’il suffit de montrer qu’une sous-suite de (f,,) converge dans LP((2).

2. Extraire une sous-suite (f) = (fn,) qui vérifie || fy — fey1llrr < 2% On pose
n ~ ~
gn(@) = | frsr (@) — ful@)].
k=1

3. En remarquant que ||gn|zr < 1 pour tout n, montrer que g, (x) converge presque
surement vers une limite finie, qu’on appellera g(z). En déduire que fx(x) converge
aussi p.s. vers une limite finie, appelée f(x).

4. Montrer que g est LP et que g, converge vers g dans LP(Q).
5. Montrer que |f(z) — fi(x)| < g(x) p.s. et en déduire que f € LP(Q).

. Lo . ; LP
6. En utilisant le théoreme de convergence dominée, montrer que f, — f.

Exercice 4 : Inégalités intermédiaires.
1. Montrer que si Vol(Q) < 400 alors LP(Q2) € L' (Q) Vp' < p.

2. Pour p/ < p, montrer qu'aucune des inclusions LP(R™) c LP (R™) ou LP (R") C
LP(R™) n’est vraie.

3. Soit & présent p < s < p’. Montrer qu'il existe u € [0,1] tel que Yy > 0, y* <
uy? 4+ (1 — ,u)yp/. En déduire que quel que soient Q, si f € LP(Q) N Lp/(Q) alors
f € L*(Q) pour tout s € [p,p'].

4. Si f,g € LP(Q), montrer que |f|*|g|® € LP(Q) pour tout a, 3 > 0 tels que a+ 8 = 1.

Exercice 5 : Inégalité de Holder. Le but est de montrer I'inégalité de Holder : si

f,9: Q2 — R sont des fonctions mesurables et si p,q,r € R, vérifient % + % = % alors

I fgllzr@) < I fllr@llgllLa)-

1. On consideére d’abord le cas 7 = 1. En utilisant la convexité de la fonction exponen-
tielle, montrer que

1 1
/ Foldu < / P+ - / 19ld.
Q P Jo qJ0

2. En déduire I'inégalité de Holder pour r = 1, d’abord lorsque || f{|zr() = |9]lLe() = 1,
puis dans le cas général.

3. Reprendre la preuve précédente pour établir I'inégalité de Holder pour r € RT.

4. Considérer finalement le cas ot I'un ou plusieurs des indices p, g, sont +oo.



2 Dual de #(R) (p € [1,+0o0]).

Vous pouvez vous convaincre que la partie précédente s’applique directement & ¢P(R)
(ou méme ¢P(C)). Dans cette partie, on démontre (E) pour ces espaces. Pour £ € N, on
note Jy la suite (dx;)ien.

1. Démontrer la surjectivité de 'application

T : ({(R) — PR
(bi) = (ai) = (a,b) =32 aib;.

Si vous avez réussi, l'exercice est terminé. Sinon, passez & la suite des questions, qui
balisent la, démonstration.

On considere A € /P(R)* et on veut montrer I'existence de b € L(Q2) telle que A = T'(b).
On pose b := (A(6;))ien € RY. On va montrer que b € L4(R) et que A = T(b).

2. Montrer que A(a) = limy_4o0(a,b)y = Zi]\io a;b;. Est-ce encore vrai pour p =
+o0?

3. Montrer qu’il suffit de démontrer le résultat souhaité lorsque b; > 0 Vi. On fait donc
cette hypothese dans la suite de I'exercice.

4. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout a € LP(R), |la|, = 1
<a, b>N = ZZJ\LO biai S C

5. En utilisant le théoreme des extréma liés, montrer l'existence de A(N) > 0 tel que le
maximum de (a,b)n, ||al|, = 1 est atteint pour a = Ab.

1
6. Calculer A\ et montrer que le maximum en question est exactement (Zf\i 1 bg) a.
7. En déduire que b € (1(R) et que A = T'(b).

8. En raisonnant de maniére identique, montrez que ¢*(R) = ¢5°(R)*, ou £°(R) désigne
les suites bornées qui tendent vers 0.

3 Dual de L”(Q?) (p €]1,+0o0]).

Dans toute la suite, on convient que p,q sont conjugués I'un & l'autre (= + = = 1) et
on définit T par la formule donnée en (E).

On rappelle que le dual d’'un espace de Banach X est un espace de Banach pour la
norme [|Af x+ := supjg =1 A(z). Plus généralement, si X,Y sont deux espaces de Banach,
lespace des applications linéaires continues £(X,Y") est aussi un espace de Banach pour

la norme |[ul| := supjy =1 [lu(@)]y-

1,1
P q

Exercice 6 : Quelques remarques générales sur 7.

1. Montrer que T" est bien défini et prend effectivement ses valeurs dans LP(Q2)*. Ceci
signifie que T'(f)(g) est bien défini et réel pour tout f € LI(Q) et g € LP(Q), et qu'il
existe une constante C' > 0 telle que [|T(f)g|| < Cllgllzr Vg € LP(£2). Quelle est cette
constante ?

2. Montrer que ||[T(f)|| = [|fllze()- En déduire que T est une application linéaire
continue isométrique, donc injective.

3. Montrer (E) pour p = 2 (Indication : Riesz).



Exercice 7 : Dual de L”(Q2) pour Vol(Q2) < +oo et 1 <p < 2. On suppose dans tout
cet exercice que Vol(Q2) < +oo et 1 <p < 2.

1. Montrer que le conjugué g = p(q — 1) (vérifiant 1/p + 1/¢ = 1) vérifie ¢ > 2. Montrer
également que

I llze S -le2 S 0 llze

L9(Q) € LA(Q) C LP(Q).

2. Soit A € LP(2)*. Montrer qu’il existe g € L?(€) telle que
vf € ). AU = [ Fadn.

3. Montrer que f := g|g|q_21{‘g‘<k} est dans L?(2). En utilisant le fait que A(f) <
IA|l| fllz» pour tout f € LP(2), montrer que

( /| . Iglqdu> <JIAJ.
gl<

4. En déduire que g € LY(Q2), et que A =T (g).

5. Conclure que T est surjective.

Exercice 8 : Convexité uniforme de LP lorsque p > 2. On choisit p > 2 et on définit

la fonction
v o LP() — RT

po_ Pq
oo I /Q Py

Soit aussi f € LP(Q2)\{0} et h € LP(Q), pour lesquels on choisit des représentants encore
notés f,h : Q2 — R. On pose

A= {z e Q| |h(z)| <|f(x)}
B:={z € Q] |h(x)] > |f(2)]}

Ce sont évidemment des ensembles mesurables.
1. Majorer les intégrales de |f|P, |f + h[P, |f[P~L|h| et | f|P2|h|? sur B par O(||h]|%,).
2. Montrer que

/ -+ hlPdy = / Pt / Sen(f)| 7~ hdu + R(h, f),
A A A

ol [R(h, f)| < C(f,p)l|h]|7s-
3. En déduire que ¢ est différentiable en f, de dérivée

Y (f)h =p/QSgnf|f|P—1hdu.

4. En déduire en particulier que ¢’ (f) est surjective pour || f||zr = 1. Autrement dit,
est une submersion au voisinage de la sphére unité.



5. (Facultatif) Raisonner de fagon analogue pour démontrer que f est deux fois dérivable
en f # 0, et que sa Hessienne est donnée par

d(f)(h1, hz) = plp — 1) / P2 ol
Q

En déduire que 9 est convexe, mais montrer aussi que la Hessienne de 1) n’est pas
partout définie positive.

6. Inégalité de Clarkson (H. Brezis, ” Analyse Fonctionnelle” ) :
« Montrer que Vz > 0, (22 +1)% > 2P + 1.
. En déduire que pour tout a, 8 > 0, (a2 + 2)% > of + 7.
« En appliquant l'inégalité précédente pour o = |“T+b| et B = ‘“T_”, montrer
I'inégalité de Clarkson :

p

a+blP a—2>
_|_

Va,be R
aJEJ 2

1
< 5 (lal” +[8I7).

7. En déduire que

o (152) < Jn + o) - 1 ol

8. Montrer que LP est uniformément convexe :

V6,3e > 0| Yauy € LP(Q), ||x||—||y||—1||x—y||Lp>e:\\ H<1—5

Exercice 9 : Dual de LP(2) pour p > 2. On utilisera le résultat de I’exercice précédent :
Pour p > 2, la norme LP est de classe C! sur LP(2)\{0} et LP est uniformément convexe :

V9,3 >0, | Va,y € Stp(1), [z —yllrr > = H H

1. Montrer que 1 < ¢ < 2.

2. Soit A € LP(Q)*, ||A| = 1. Montrer qu'’il existe un unique fo € LP(Q) telle que
[fall =1 et A(fa) = 1.

3. En utilisant le théoreme des extrema liés, montrer qu’il existe a € R tel que A =
adg, | - | e

4. En déduire que si fo, = fa, alors A; = As.

5. Pour f € LP(Q), trouver un élément g € L(2) tel que fry = f.

6. En conclure que T est surjective.



