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TD 4 : Analyse fonctionnelle

Exercice 1 :  Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé de dimension infinie. On veut
montrer que sa boule unité n’est pas compacte. On va pour cela construire une suite dont
aucune sous-suite ne converge.
1. Soit A € E*, ||A]| = 1, et on suppose qu'il existe e € E, |le]| = 1, tel que A(e) = 1.
Montrer que
VfekerA, |e—f]>1.

2. En utilisant le théoréme de Hahn-Banach, construire une suite de vecteurs (e;) € E
tels que |le; — ejH > 1 Vi # j. (Indication : on construit une suite (e;, A;) pour laquelle
ei+1 € ker A, et les A; sont bien choisis.)

3. Conclure.

Exercice 2 :  Soit (E,|| - ||) un espace de Banach uniformément convexe pour lequel
la norme est dérivable sur E\{0}, F' C E un sous-espace vectoriel fermé et A : FF — R
une forme linéaire continue. Montrer qu’il existe une unique forme linéaire A : £ — R
qui étend A et telle que ||[A|| = ||A]l. Avec un exemple en dimension finie, montrer que
I’hypothese de dérivabilité de la norme est nécessaire.

Exercice 3 :

1. Soit E un espace de Banach et e € E. Utiliser le théoreme de Hahn-Banach pour
montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) e=0.
ii) A(e) =0 pour tout A € E*.
iii) A(e) = 0 pour tout A dans une partie dense de E*.
2. En déduire qu'une fonction f € LP(Q)) qui vérifie

/fng:O Vo € CX (), oualors/sz YU C Q) ouvert
Q U

est nulle.
Exercice 4 : Prolongements de formes linéaires. Soit (E,|| - ||) le complété d’un
evn (F,| -||). Observez que 'existence d’un prolongement continu d’une forme linéaire

A : F — R en une forme linéaire A € E* se traduit exactement par une inégalité :
AN <CIfIl VfePF

Cet exercice propose des applications de cette observation simple.

1. Montrer qu’on peut définir f(z) pour tout z € Q C R% et f € W*P(R?), de sorte que
si fn € CP(QRY) — f, fu(x) — f(x), si et seulement si il existe une constante
C(z) telle que

Vi€ CR(Q,RY),  |f()] < C@)|fllwnrrqy-
2. Montrer que si la fonction C(z) de la question précédente existe et est localement

bornée sur €2, les fonctions de W*P(€2) ont un représentant continu sur . Et si C
est bornée sur €2, ces fonctions ont en fait un représentant dans C°(9).



3. Soit § € CO(R) défini par 6(f) = f(0). Montrer que quel que soit p > 1, il n’existe
pas de fonction g € LP(R) telle que
= / fg.
R

Autrement dit, ”le dirac n’est pas une fonction LP”.

Exercice 5 : (Le méme, pour des applications linéaires). Soient E,Y deux espaces
de Banach, obtenus comme complétions d’evn (F, | - ||g) et (X, || - ||ly). Observez qu’une
application linéaire u : F' — X se prolonge en une application linéaire continue v : K — Y
si et seulement si il existe une constante C' telle que

[u(Hlly <Cllflle  VfeF

On donne ici des applications de cette observation simple.

1. En reprenant ’exercice 1 du TD sur les espaces de Sobolev, montrez qu’on a établi

I'inégalité :
Ve (0, 1[R),  |fllco < Cllfllwrrgop-

2. En conclure directement que tout f € W1?(]0,1[) a un représentant continu.

3. Montrer que 74 : (CO(R?), || - | Lr(ray) — (CORY), || - | Lr(ray) est une isométrie. En
déduire que 75, se prolonge en une isométrie 75, : LP(R?) — LP(RY). On sait donc
définir f(- + h) pour f € LP(R?), bien que f(z) ne signifie rien.

Exercice 6 :

1. Soient A € E* et A, € E* une suite bornée telle que A, (f) _ A(f) pour tout
CVF A

2. Construire un contre-exemple a ’énoncé ci-dessus dans lequel on n’impose pas I’hy-
pothese que la famille A,, est bornée (on pourra considérer E = L([0,1]) et A = 0).

f € F, ou F est un sous-espace dense dans E. Montrer que A,

Application : équirépartition des rotations irrationnelles. Soit o € R\Q. On définit
Cger([O, 1],C) T'espace de Banach des fonctions continues sur [0,1] qui prennent des va-
leurs identiques en 0 et 1, muni de la norme uniforme. Pour = € [0, 1], on pose

Ay : C%.([0,1),C — R

per

MZ

f — Sn(f o) flx+ Na[l]).

k;:

3. Montrer que Sy (€™ a,x) — 0 pour tout p € Z\{0}, et que ||Ax| < 1.
4. En déduire que Sy(f,a, ) — fo t)dt pour toute fonction f € CJ..([0,1],C).
On souhaite faire une théorie L? des questions précédentes.

5. Expliquer ce qui pose probléeme dans les deux questions précédentes si on change
Cper(0, 1], C) par L*([0,1],C).

6. Montrer que L?([0,1]) est le complété de I'espace )., (R, C) des fonctions continues
L-périodiques sur R lorsqu’on le munit de la norme ||| z2(jo,17)- Montrer que I'injection

de C)..(R,C) dans ce complété donne C.([0,1]) c L*([0, 1]).

per
7. Pour h € R, montrer que 7,(f) := f(- + h), défini sur CJ..(R,C) se prolonge &
L?([0,1]). Montrer que pour f € C)..([0,1],C), 7,(f)(x) = f(z + h[1]).



8. Montrer que 'opérateur
SN(O(,-) : Cger([ ] C)

_>
f —

"UO
/—\

] C)
f('+ka [1])

ZIH
|

=0

se prolonge en un opérateur continu de L?([0,1]) dans lui-méme.
9. Montrer que (Sy(c,-))n est une suite bornée.
10. Montrer que Sy(a,e? ™ —; 0 Vp € Z\{0} et que Sy(a,1) = 1.

11. Montrer que Sy (a, f) tend vers la fonction constante fol f ausens L%, quand N tend
vers l'infini, Vf € L2([0, 1]).

12. Montrer que pour tout intervalle I C [0, 1],

1
NCard{nE 0,N —1] | na[l] € I} — ¢(I).

N—oo

Exercice 7 : Dualité et produits. Soit (£, ||-||) un espace de Banach, et k € N (k > 2).
1. Donner plein de normes naturelles sur EF et voir qu’elles sont équivalentes.

2. Montrer que tout A € (E¥)* est du type
Ay, .. oyap) = M) + - -+ Ag(ar),

ou chaque A; € E*.
3. En déduire que (E*)* ~ (E*)*.

4. Déduire aussi de la premiere question que si E est réflexif, EF Iest aussi.

Exercice 8 : Application : Dualité et espaces de Sobolev (Adams, Sobolev spaces).
Soit C'(k,d) le nombre de multi-indice & d variables de longueur inférieure ou égale a k.

Soit O C R? et
i WkP(Q) — Lr(Q)¢¢d)

/ > (Orf) <k
1. Montrer que 7 est une isométrie, et que son image est fermé. Est-elle surjective 7

2. Montrer que pour A € W*P(Q)* il existe des fonctions g; € L4(Q), |I| < k telles
que
vf e whe(q) =3 [ aonr.
[1|<k

Pour g € L%(Q2), on définit Jrg la forme linéaire définie sur C°(2) par
019(e) = (=1 | gore.

(C’est la dérivée de g au sens des distributions). On définit aussi Wék P(Q) le complété de
I'espace C2°(§2) pour la norme de Sobolev || - |lyyx.p(q)-

3. Montrer que Wéf P(Q) est un sous-espace fermé de WHP(Q).
4. Montrer que si g € C>®(Q,R%), drg(yp fQ w0drg pour tout ¢ € C°(9).



5. Montrer que pour |I| < k et g € LY(Q), la distribution d;g se prolonge contintiment
A WEP(Q) en

drg(f) = (-1 /Q 901 f.

6. En déduire que tout A € WHP(Q)* est le prolongement & W*P(Q) d'une distribution
de la forme
> (=1)Morgr  on gr e LIQ) V| < k.
7. Montrer que si (gr) € L9(Q), la distribution 3_(—1)ldg; se prolonge toujours en
une forme linéaire continue sur W(l;f P(Q).

Exercice 9 : Opérateurs & noyaux. Soit K € L2(Q2 x ) et
dx - LAQ) — L2Q)
fooo= e fo K(y)fy)dy.

1. Montrer que ®f est bien définie (c’est-a-dire & valeurs dans L?(f2)). Inventer une
version avec des p et des ¢ a la place de 2.

2. Calculer 'adjoint de K.

On suppose a présent que €2 est un domaine borné, et on considere un sous-espace fermé
F C L*(Q) tel que :
« F a une base Hilbertienne de fonctions continues (e;);c; (en particulier les fonctions
continues sont denses dans F'),

« Pour tout z € , la forme linéaire ev, : f — f(x), bien définie sur C°(2) s’étend
continiiment a F'.

3. Montrer que pour tout x € §, il existe K, € F' telle que
fla) = [ K050
4. En décomposant K, dans la base hilbertienne (e;), montrer que
K, = Z ei(x)e; dans L*(Q).
el
5. En déduire que Y |e;(z)|? < 400 pour tout x € §, puis que pour tout t € Q,
Ko (t) =) ei()ei(t).
el
On posera alors K (z,t) = K,(t) = K(t,z).

6. Montrer que K € L*(Q x Q).

7. Montrer que pour f € L*(Q), II(f) = [, K(-,t)f(t)dt est bien définie et est la
projection orthogonale de f sur F'.

Exercice 10 : Espace de Bergman. Soit  C C un ouvert. Soit FF C L?(f,C) l'en-
semble des fonctions L? qui sont holomorphes sur .

1. Pour une fonction f holomorphe sur D(a, R) C C, montrer que

f(a) = f(z)du(z).

B W—RQ D(a,R)

2. En déduire que F est un sous-espace fermé de L%().



Exercice 11 : Théoréme de Runge (d’apres Hormander, voir Lax, Functional analy-
s1s). Soit  C C un ouvert simplement connexe (ce qui est équivalent au fait que C\Q est
connexe). Soit f € Hol(Q2, C). Pour tout K C £ compact, il existe une suite de polynomes
P, € C|z] qui converge uniformément vers f sur K.

On considére un lacet v : [0,1] — Q\K, dont 'indice autour de chaque point de K
vaut 1 (on admettra l'existence de ce lacet, qui découle de la simple connexité). On note
I':=TIm~.

1. Montrer que K. := {z € C | d(z,K) < €} est un ouvert, dont 'adhérence ne
rencontre pas I' pourvu que ¢ soit choisi suffisamment petit, ce qu’on supposera
dans la suite.

Finalement, on note
F = (HOI(Q)7 H : HOOvK€)7
F = (Cl], || - [loo,k.)-

1. Montrer que 'espace E est un espace vectoriel normé.

2. En écrivant la formule de Cauchy, et en 'approchant par une somme de Riemann,
montrer que

f|K5 S <f§) é. S F>)
ou f¢ désigne la fonction

f£:K8

— C
Z o

—z"

|

3. En déduire qu’il suffit de montrer que f¢ € F pour tout & € T pour démontrer le
résultat.

4. Montrer que si [¢| > max{|z|, z € K.}, fe € F.

5. Soit A € F°. On pose g(§) := A(fe). En développant fe}, en série entiere dans la
variable h, montrer que g est une fonction holomorphe, définie sur C\ K.

6. Montrer que ¢g(§) = 0 pour || > max{|z|, z € K.}
7. En déduire que g(§) = 0 pour £ € T.

8. Conclure.



