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TD 5 : Transformée de Fourier

Exercice 1 : Transformée de Fourier de la Gaussienne. Soit f(z) = e~ (f :

R — R), a>0.
1. Montrer que

F(f)©=e / e (i ag.

R

2. On considere la fonction holomorphe ¢(z) = e~9%*_ Montrer que la restriction de g
ala bande 0 < Imz < % tend vers 0 (uniformément en y) lorsque z = Re (2) tend
vers £00.

3. En appliquant le théoréme des résidus, montrer que

.2 s _ﬁ
F(e ) =] —e 4a.
a
4. Montrer que en dimension n,

Fiwvty = ((2)

Exercice 2 : Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :

1. e 1ol et emalel ¢ > 0.

3. ﬁ, ﬁ On pourra utiliser la question précédente ou calculer cette transformée

de Fourier en utilisant le théoreme des résidus.
4. La fonction porte Hy qui vaut 1 sur [—1,1] et 0 ailleurs.
5. La fonction porte Hgp qui vaut 1 sur [a,b] et 0 ailleurs.

Calculer également les transformées de Fourier de f(az) et f(z + a) en fonction de celle
de f.

Exercice 3 :  On rappelle que la fonction f,(x) := %ﬁ“ﬂ
probabilité et que la loi d’'une somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois
fao et fp est la loi de densité f, x f. En utilisant la transformée de Fourier, calculer

fal*fag*"'*faN-

est une distribution de

9 i
Exercice 4 :  Soit f,(z) = 2sin(az)
T

1. Montrer que f, € L*(R).

2. Soit f € L'(R) telle que f * f = f. Montrer que f = 0.
3. Calculer 1T_\aa]

4. En déduire que f, € L>(R)\L'(R) et que fy * fo = fa-

Exercice 5 : Calculer les transformées de Fourier des distributions suivantes :
1. 9,

2. La fonction de Heavyside H. Retrouver les transformées de Fourier des fonctions
portes définies dans I’éxercice ci-dessus.



Exercice 6 : Séries de Fourier et régularité. Soit f € L%([0,27]), S(f) sa série de
Fourier et ¢, (f) € C ses coefficients de Fourier.

1. On suppose que ¢, (f) € £*(Z,C). Montrer que f et S(f) sont continues et coincident.
En déduire aussi que f est 2w-périodique.

2. On suppose que nc,(f) € £?(Z,C). Montrer que f est continue.

3. Rappeler 'expression des coefficients de Fourier de la dérivée de f.

4. On suppose que nc,(f) € £1(C,Z). Montrer que f est de classe C*. Montrer aussi
que si n¥e, (f) € £} alors f € CF.

5. Montrer que si n¥c,(f) € £2 alors f est de classe CF~1,

6. On suppose finalement que |¢,, (f)| < A™ avec |A| < 1. Montrer que la série ), ¢, (f)
converge normalement sur 'ensemble {Imz < €}, ot € > 0 est & déterminer. En
déduire que f est analytique sur R.

eznZ

7. Etudier (rapidement) les réciproques de toutes les affirmations prouvées dans 'exer-
cice.

Exercice 7 : Transformées de Fourier et régularité. Soit f € L?(R) et f sa trans-
formée de Fourier. On suppose tout d’abord que f € L'(R).

1. Montrer que f € CJ(R) et que f(z) = f(—a).
On suppose a présent que §f € LY(R).
2. Montrer que f est continue. On définit alors

fle+h) - f(z)
h

Dpf(z) =
3. Montrer que D/f:f (&) = gn(€)¢ f, ot gp, est une fonction qu’on calculera.
4. En déduire que Dy, f(x) = F(Ef) ().
—
5. En déduire que
feCHR) = {1 €CURY| Fla) — 0. F'x) — 0}

|z| =00

On s’occupe a présent des dérivées d’ordres supérieures et de la dimension supérieure.
1. Montrer de méme que si &* f € L'(R) alors f est de classe C*.
2. Montrer que si ¥ f € L?(R) alors f est de classe CF~1.
3. Pour tout k, montrer qu’il existe une constante n(k,d) telle que

€l f € L*(RY) = f € C*RY).

Exercice 8 : Transformées de Fourier et espaces de Sobolev HF.

1. Montrer que pour f € H*(R?), ||f|| g est comparable &

1
([ a+ieprierae)”
2. En déduire que H*(R?) peut aussi étre défini comme suit :
HERY) = {f € 2R | (1+ [2]) F(6) € LY ).
3. Déduire de I'exercice précédent qu’il existe une constante n(d, k) telle que

f e HY@R(RY) — f e cF(RY).



Exercice 9 : Principe d’incertitude de Heisenberg. On se propose ici de montrer
I'inégalité de Heisenberg : pour f € L?(R),

A 1
[ #r@Pds- [ €17 ©RE > 1l

On considére dans un premier temps f € S(R) (la classe de Schwartz).
1. Montrer que le membre de gauche de I'inégalité est fini.

2. Montrer que
[ eiepric= [ 17wPa.
R R

3. Calculer (|f|?)". En déduire via une intégration par partie que

19122 = <2 ( [ of@) i )

4. En déduire 'inégalité de Heisenberg pour f € S(R).
. \ N 7 . \ _ 2
On considere & présent f € L?(R). On considere p, () := TeT" et fri=ppx f.
5. Sile membre de gauche de I'inégalité de Heisenberg est fini, montrer que f et fsont
H'(R).
1
6. En remarquant que p, CEK 1 et que pl, CMK 0, montrer alors que f, L f et
~ Hl ~

7. Conclure.



