

















































































































Discussion preliminaire

Ds votre cursus vous avez regulieres été confronté à des
equations du type

f14
où f est une fonction _algébrique Polynael

ou pas loin e S
et a est une inconnue ne ER on a ETE

Faisons le bilan de ce que vous avez appris concernant ces resolute

L'espace ds lequel on cherche a resonde est primordial

Algéniquet ax b o a b EZ EQ
Corps

Analyse 22 pas de solut ds Q R
Completion de l'espace

Une fois l'espace approprié choisi il fautdes outilssi
on n'arrive pas à calculer une solut algébrique
uple
TUI
Limites on construit salut ce sé ie
On peut aussi chgu le pb en 1 pb de pt fixe

puis there du pt fine de Banach
Existence de minimus la th de Rolle

Si maintenant on travaille avec des equate feticelles
F x f1
ex Equadiffs f t PC f H

EDP du_Du 0 ou Dtu tu au 0

Les à pbs se posent

Analyse
Especes ds lesquels a peut espérer avoir des solute

espaces coplets adaptes à l'quat feticelle
facticelle Outils d'exister de solut à certains pbs ds

ces espaces

But du cours considérer des exples de ce qu'e peutdire su
et




















































































































Sur i traduire desespaces fetionnels adaptée à un pb
donné completions LP Sobolev
Résultats d'approximations selon le mode de défit
de votre espace vous pouvez ne pas savoir a priori
que les fete lisses et denses Pbs d'approx abies

Convolutel
Sur Resultat d'existence Mi imitate de feticelles eues

Ppe certaines EDP provenant de la 4 ou geoctrie
s'énoncent en fout à des pbde minimiser
ex chercher un géodésique ou le mvt d'un
corps souis à des forces extérieures

Qd l'algèbre le pret construire des solut
ex squat de la chaleur lineaire

series de Fourier
Infrées deFourier








































fondation variationnelle d'EDP

1 Motivation

But du cours utiliser tous les résultats d'analyse facticelle
Mesure __ pour résoudre un vrai probleme pratiques

Bard g R R f de R
trouver ou telle que

Du g
mon f

Il s'agit d'une EDP lire et elliptique C'esttrès
special et ce qu'on va faire ici ne se generalisepas facileet
Mais cela reste un problème tres important en physique

Motivations physiques du problème

I YÉ f f gouverne la répartition de Tels un

domaine dat le bord est amenéà
une certaine temperature

L'expérience dit Vf continue il doit y
jÊ avoir une solution unique La physique

dit aussi comet calculer les solutions
Mouvent Brownie

ê

je LÉ
Du o gouverne l'évolution de Te

ds en donne initialeet à
d u dr f Tuo et auquel on imposeInfo a uÊÜ ne Te au bord à partirdu
E

Ian
tro

f 1 membrane souple r doit le
moi

âmebord est attaché Commet

Quelles vibrations forcées s'entretient lesquelles
sont détruites



2 Formulation faible d'un EDP argument formel

Du g
non p

disons gens fallait_on cherchenecks r Clr

Approche formelle au sens des distributions

SECTES fete ca à support copect dar
Suppl 21 01

Du Y J g Y
a_Du Çà Ï div È dir ou

De plus div XI 4 deux DIT
Donc

Du Y Cdi Ou f div Cru 04 ou
r r r r

On divx II nids où Neroalesotate

Ici CEO poche de Dr dre

f div you You Nde o

r

Forulat
variaticelle

Done u est solution de Duez ni v4 ecos

Soues Sgl
r r

Soit alas F CIR RI R
v Invitgo

lol
fluth affaiblitgloth ds

SIOvtohlitgutgh

Y

Formulation

ça g oooh ght h

Fut forth tgh ocelle



Donc F est differentiable n CU R de différetielle

der h v oh gl
Donc le salut de Du ga u est un pointcritique

de F
Et rappel on veut aussi upon f donc ds cet
esprit on défit plutot

ma
intégration F CICR IR

au bord VECTRA Vlore f4 n espace
ds l'espace affie deCYRy a ça

n solute du pbde Plateau u pt critique dede dorée f F cf Lr R R

analyse de Puis F est convexe continue et coercive tendvers
la factionelle en

Donc F a un unique point critique qui est un7
1
minimum Donc le pb de Plateau a une uniquesolution D

3 Analyse des difficultés

La fatale faible impliquer des EPP en dimension d cad
Stokes Green Ostrogradski

le pb est le choix de l'espace Ici

F CECR D R

T CECRR L SEC Lr R fete c'qui valet
0 au bord

Et effectiet u vérifie d alors dFlush O KLETE
Lois à vérifier

convexité ok continuité OK mais la coercivité n'est
pas évidenteOn a fuouvllat grr

r
Il est clair qu'il existe des suites de fete r

tg filant Er fonge fivifgr ME nous

Uvule ta



Donc il faut changer l'espace de defition pou
espérer la coercivité celle ci est nécessaire pourqu 1
fotielle eux ait 1 max f
on introduit des espaces

v1 Hole cars et il Follette et vidrefl
coercivité ds le bon espace

Une fetielle convexe coercive continue a un minimum

ds LR c'est vrai parceque les boules steopectes etla convexité est inutile

En dimension x on utilise la convexité et le fait
que l'espace est complet Donc il faut completerl'espace
introduit ci dessus

Hf s vecu Hollis Houthiste Mort
Donc existence et unicité de la solute

Nouveau pb apparait qu enfer est elle écorner
por f

Régularité
Question une fonction ds HEID quiminimise la factielleest elle automatiquement CA

4 Bilan une approche variationelle aux EDP

Etant donnée une edp 4F x u du 2 a
u E EL r R avec RCRk

On appelle solution forte toute solution du problème ci dessus

a On cherche une formulation faible du problème on raisonne
au sens des distributions et on écrit l'équation vérifiéepar
u au sens des distributions Ceci fait intervenir des IPP
donc des foules type Cran Ostrogradski Il s'agit d'ue
equation du It Acu 4 0

avec Alu e linéaire en 4 faisantintervenir des dérivées del

b On cherche dans quel espace l'équationobtenu estbien posée
et peut avoir une solution En general il s'agitd



un espace de Sobolev tant qu'à faire un H pour
qu'il soit un Hilbert On a alors hypiquent

A EXE R avec des bois propriétés comité

Pour une approche variatioelle on cherche à dire

Alu 4 dJlul où J E R avec desbaes
propriétés cocravité dérivabilité convexité

On dit que u estsolution faible de a ds E n
Alu e o f CER

c En utilisant des propriétés adéquates de J dans E
on établit l'existence d une solution faille de la doe

d On dénote que toute solution faible a priori ds E est
en fait n fois demivable mur

e on montre qu'une solution faible suffisant régulière
par exemple n fois dérivable est en fait une solution
forte

Pour réaliser ce programe il faut donc

introduire ces espaces appopés Sobolev

Avoir des be d'existence de solute faible Lax_Milgram
Avoir des résultats de régularité des solut
typique ne solut HE au pb avec geek
est en fait dans un espace Hh difficile

Avoir des résultats d'ingestion de ces Sobolev
si kass Mes Ecr difficile

Une fois l'existence et l'nicité établie il faut savoir commetcalculer une solution
Analyse numerique

Et puis cette approche factice pour le Laplacien mais pas
pour la chaleur ou les ondes On verra quand à commet
utiliser les up du D analyse similaire pour etudier cespbs


