



































































































































Espaces de Sobolev

O Complété d 1 espace métrique

TL Soit X dl un espace nitrique Il existe un espace
métrique complet I et ayant les propsuivantes
il d si le d Ceci signifie l'existence d'une

injection i X à telle qued'flat ily dix g
ii Imi est dense dans d

De plus l'espace II d est unique à isoetrie près
si ki di et là d sont attachés à Kdl il existe
un ésectrie f T di Frida

Finalet toute applicole enfaite f Xd X d
se prolonge de faconnique en un applicale continue

Afg d LÀ d Cette applicot J et aussi Ne
module de ce que f

Pe

Def Soit Id a EX et est deCauchy
où a nlyl si dla g 0

Posons alors d Kal8yd lès dla.gl
à est bien défie Si Cat Igd et des mitesde Cauchy vérifier que dix yd CV fixons 230
7 NIE Hp97N El d xpxp E E et dhypyg EEAlors Up 97N
Id xpyd dkyy.ltk d xpxnltdlypiyD
TdIxpiypl_dkq.ygllIdlxpixdtdlypy dlxg.nl

dlygyd 24 E D

De plus si x n sa f r tg
d un yet I all n ni dlm.gl d'yé g

Donc la bile de dix gl ne dépendpas de la
suite représentante choisie






































































































































Ji Xd là d iseetrie
on défit splint
i lyre s G DJET

evident Il ici ily dix y E part i injective

l'image de i est deux Soit ET et
cosiderons en representer a en de n Alors
il x En effet fixons Eso et Nkt tgd'xp not E E U p q NCE

Alors Un NCE

d'im x ligella sept EE
Les suites de Cauchy de Imlil convergentdans I
Soit nex tg 41 7 est de Cauchy dans I Puisqu
i est isoctrique a est de Cauchy dans
Soit alors Xo LA ET On e alors

I like xd les d'ilx Ip xp

limo dla xp
Fixons alors 270 et NCE UpqZNEt d xp g EE
Fn NCI on a donc lis dla xp E E

Dac à lia xD E E Dac i txt a

Les mites de Cauchy delàd convergent
soit E ET une suite de Cauchy pou é
Fixons une suite E O Puisque In i est
dense dans X il existe a Ex tgAlix E E E
Alors

d xpxp d'filth IÀà Lily F Ià g d là if
C Ep Eqt ICI xp

Alors stp q NCI tg En CE V m I NCI
ICI g CE K pq 7NIEL

on a de
d xp g E 3E

Dac la suite 4 est de early doc
ICI à to






































































































































Alors d à A LILI iki allia x
En dhikr x ça

On a due bie noté que fx d est copletet que Imlil et dense où i Xd est d
est une isométrie

Voyons la propriété d'extension soit 4,111yd
deux espaces métriques et f X Y unifait cantineSoient là d K d des espaces reliques coplets

avec des isectries i Kid là d
t X d e x d

d'images denses
Soit à EI EX tg ila te

Puisque i et un sectrie et f UC la suite
flat est de Cauchy lexo facile_

Dec f at moy puisque J est coplet

De plus si ser n vérifient iki iki E
J nn Un N dla ix 1 IE

doc dla il CE
Dar d'flat flail Ep E où p est le

module de co de f ple Ef ca f Ue
Dac J ne dépend pas de la mite I

On défit das TIE f limita J linflatOn vérifie immediate que p if E plf El
et que f est l polaget c de f a T

Rpe On a seulet utilisé que In i X T est
dense et que X d est coplet

Voyons falet l'unicité Si là à est un
espace vetrique coplet avec

i d est d iseretve d'image dense

il se prolonge en T X d LÀ à C
Car il est une isectrie il en va de même

pour I D



1 Def
Notation Pour f EELV UCRI et I Lis id

on note ist id
Pou IIlek If f

Oxi déj

Def Soit RCR On défit
while IOUR ftp.E.EE Def H
4kf11 C IRM ft EtEE dblind
whilst est un espacede Banach
Hall est Hilbert

Prop HKLM which et les nones associées sont équivalentes
exercice

Soit few 2 Il existe pondefition des factions
fn ECHIRY telles que fief de la suite
est de Cauchy pour la rue E d f ici donc

Ien

ft avec III Eh If Ge
où duc les ga sont dans L 2

Affinait Les fonctions g ne dépendent pas de la mite
choisie_

Preuve Si fin fi ECR il 2 on a

Notes GÉ i 1,2 les factions l 1 associées

La mite fi fi fi fi fi.fi fi.fi fDac il existe des fact
ga tg g

Dae GI GI g B

Psp L'applicale fils g est injective

Preuve Par défit f ECEIRI fa d f É GI KIIKL
Des si ftp Alfa fr fr ni fr fr Dee
fr fr par défit du coplété D



Roque Si fECLIRDCWPC.RS on a g Ifla
Pe _vider Si fECTRIIfire L a et defléefa

Dee GI defla D

Prop Si il est C à support compactdans RIYECTIA

L fg.de du l g Y du FIIIE k
r

Pee Soit few PIRI GI les fonctions associéesSoit f E CIR telle que d fn Ge
En raisonnent par récurrence il suffit de Ma Vi

g dit du Ggildr
et par symétrie il suffit de le prouver pour i d

Ecrivons alors R I x nd ER tg ZÉII
Puisque f ECLRY si CECI 1 on a

e ça t.IT HT I.aSffff III
ff43de Id

On l fu DIXIE 0 Car CECE 1 lac 41014 O

Donc L f1 Ça da d

Leifer
Donc Salade du 1 effet
On f ls go et Ça Gd



Puisque CECI 1 Ça TE L 1 po Holder

1ff f Ça du t f fllillfla
ISLE Eddy Eli

Dor f ff1 du 54ff de
I I

9 Çadu Egards D

Corollaire Si fr fr EW Irl et g Gaoalors f fr
Preuve D'après le lemme précédent KIII Ek en a

g QI du l gel
r

IgIdiedu EIIL gel
Donc VI v le Clr Igal 5galr

Puisque Gu Ge ELCI GI gne GEE L 1

et vérifie KCE CE 1 Igel 0

Lenn Si geert vérifie194 0 A CECTIRI alorgo

Bree gel Igf Et 1 on

f 91 t paq pq f 1 q p
Done Sgnglgl'ElluSoit alors Une CEC q h SongIgp
Puisque get ftp.sgglgp l g EIIL Sorg191

1 0



Dec of 4 g Igt gl Igf
r r

Dec G O P

Par conséquent sous les hypothèses du lemme on a

Ge Ge EPCD VI Puisque fre g est

injective on en déduit donc que fr fr B

EH few n g Elle est injective_

Notation On note alors go f Ge Def entrent
dit en note

01f 1f DafOuf daf Def
On a evident few I few

car si futée Rd few one

If Iff FIIIE k

Dac Def est de Cauchy ds L VIEIL
Dec de fr 8 FIIIE KI
Des fr est pou Il Hwh.it
En noter provisoire i fl la bile de fdans whip on vérifie facile que illfll ne
dépendpas de la suite 1ft choisie dac

i while whip

Finale Whilr Egypt
Whieforte whip la co es l 1
la flèche tordue Ca signifie l'injectivitéde
l'application On écrit f pou toutes ces images
successives feutrer fekir r JEL'Crl
Si few ll HIKE 7ff EPCI tg
Veeck ff9,4 4Ff ldefr

Il y a encore des milliers de propriétés de ces espaces
de Sobolev mais cela suffit pour l'instar Disons pour
l'instar qu'il s'agit de fonctions i qui ont des dérives
faible L

On peut aussi faire le travail dans le sens inverse

défrin wir 1 comme l'enseble des factions ayant



des dérivées faibles Le défi la rue come la
somme des nous L des denrées failles et Mq
les factions CI RH sont denses dans cet espace


