Théorie Hilbertienne, examen de seconde session, du 28 aout
2019

Exercice 1 : Espaces de Sobolev. Soit B := B(0,1) C R% On rappelle que I’élément
de volume dans la boule est pdpd§ ou p est la coordonnée radiale, et d§ est 1’élément de
volume sur S 1.

Le but de l'exercice est de démontrer l’existence d’une application continue Tr :
WYP(B) — LP(OB) qui coincide avec la restriction sur les fonctions de C'(B). On fixe
donc p > 1.

1. Que peut-on dire de I'inclusion C'(B) ¢ WP(B).

2. Montrer qu’il existe une constante C7 qu’on explicitera, telle que
VFecB), |fllrm < Cillfllies)-

On considere & présent une fonction u € C1(B).

3. Montrer qu'il existe rg € [3,1] et une constante C (en fait C = 1 convient) tels que

/sm [uro)IPd€ < Clully,
4. Montrer que |
[u(ro§) — u(§)| g/r 1u(p8) | dp.
5. En déduire que 0
/S [u(&) — u(rog)[dé < C||Vullf,,

ou C' est une constante qu’on explicitera.

6. En déduire qu’il existe une constante C3, qu’on pourra déterminer, telle que
-
Vu € C(B), |lujallzra) < Csllullwis(s)-
7. Montrer que 'application

T : CYB) — LP(OB)
U — UyB

se prolonge en un opérateur continu Tr : WP(B) — LP(0B).

Exercice 2 : Formulation faible. Soit  un domaine borné de R¢ & bord lisse, et
k € R une constante.

1. Ecrire la formulation faible du probleme suivant :
u € C3(N)NC(Q)
Au+ ku =0,
u‘ag =0.
2. Rappeler les énoncés du lemme de Poincaré et du théoreme de Lax-Milgram.

3. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que Vk > —C, le probleme faible
n’admet que 0 comme solution.



