TD 5: Les vraies solutions du Laplacien

Le but de I’étude a suivre est de comprendre I’équation du Laplacien avec condtions de
Dirichlet : Q est un domaine borné de R¢ & bord lisse, f : 92 — R une fonction continue,
g : 2 = R une fonction de régularité a préciser :

L£(2, f,9) { Au(z) =g(z) Vre

upn = f

On va décomposer le probleme en £(,0,g) et £(£2, f,0)

1 Le probleme £L(9,0,9)

On rappelle qu’on a établi dans le TD3 que le probleme £(€2,0,g) admet une unique
solution faible dans H}(€2), dés que g € L?(€). Si cette solution faible est de plus dans
C2(2) N CY(Q), alors u est solution forte.

On admet les résultats suivants :

Théoréme (Régularité elliptique). Si g € H*(Q2), la solution faible de L£(2,0,g) est dans
Hk+2(Q).

Théoréme (Régularité des classes de Sobolev). Si Q c RY, H*(Q) c C°(Q) et HPTF(Q) C

CP(Q) avec injections compactes dés que k > d/2.

2 Le probleme L(£2, f,0)

On veut démontrer dans cette partie le théoreme suivant :

Théoréme 1. Soit Q un domaine borné de R%. Soit f : Q — R une fonction continue.
Alors il existe une fonction u € C°(2) NC®(Q) qui vérifie

£ ) { Au(xi

UjpQ

=0 Vre
f
Cette fonction est appelée solution de E(€2, f)

On admettra qu’il existe une fonction continue a support compact f : R 5 R qui
prolonge f, et par conséquent qu’il existe une suite de fonctions f,, € CSO(Rd, R) telle que
[njoq converge uniformément vers f.

Exercice 1 : Fonctions harmoniques et propriété de la moyenne. Soit u: B(1) C
R? — R une fonction de classe C2. On note S(r) la sphere de rayon r et do la mesure sur
S(1), S son volume d — 1-dimensionnel. La mesure sur S(r) est r%~!do. On définit

1
=— do.
m(r) S1g /S(T)u o
1
1. Montrer que m(r) = g /S(l) u(ré)do(§).
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2. En appliquant soigneusement le théoreme de dérivation des intégrales a parametres,
en déduire que

0=t [0 i - .
m) =g [0 = iy [ Su-do

3. En utilisant la formule de Green, montrer que

1 . 1
m/(r) = Gpd—T /B(r) div (Vu)d = G 1 /B(T) Audl = 0.

4. En déduire que u : Q € R* - R de classe C? est harmonique si et seulement si elle
vérifie la propriété de la moyenne : Vz € Q, r > 0 tel que B(z,r) C Q, on a

u(z) =m(f,S(r)) = # /S( )uda.

5. En déduire le principe du mazimum pour les fonctions harmoniques : si u est har-
monique sur {2 et atteint son maximum en un point de €2, alors u est constante.

6. En déduire en particulier que le probleme £(€2, f) admet au plus une solution.

On veut a présent montrer qu’'une fonction qui vérifie la propriété de la moyenne sur un
ouvert est de classe C® , et qu’elle est donc harmonique. Soit donc © C R? un domaine
borné, u : 2 — R qui vérifie la propriété de la moyenne. Soit €2, := {x € Q| d(z,9Q) > r}.

7. Soit p : R — R* une fonction qui ne dépend que de la distance & Porigine, d’intégrale
1, et & support dans B(0, ). Montrer que pour tout z € Q,., u(x) = u* p(z).

8. En déduire que u est de classe C* sur (., puis que u est de classe C* sur {2, et
qu’elle est harmonique.

Exercice 2 : Un cas particulier du théoréme 1. Soit fe C>(R%). On veut résoudre
EQ, f = flaa)-

1. Montrer que le probleme Au = —A f a une solution faible v dans H}(€2).

2. Montrer que Af est dans H*(Q) pour tout k. En déduire que v € C>®().

3. En déduire que £(1, f) a une solution, qui est de classe C* sur (2.

Exercice 3 : Le cas général du théoréme 1. On veut démontrer maintenant que
le résultat de l'exercice précédent est suffisant pour déduire le théoréme dans toute sa
généralité. Soit donc €, f comme dans le théoréme 1, f,, € C*°(R?, R) une suite de fonctions
qui converge uniformément vers f sur 0f).

1. Soit u,, des solutions de £(€2, f,,). En utilisant le principe du maximum, montrer que
uy,, converge uniformément vers une fonction u € C°(Q, R).

2. Montrer que u vérifie la propriété de la moyenne sur €.
3. En déduire que u € (2, R)NC°(Q, R), est harmonique dans 2, et vérifie upo = f-
3 L’équation de Laplace

On revient a présent a I’équation L£(€, f, g).



Exercice 4 :  On suppose g € H*(Q), k > %.

1.

En utilisant la linéarité de I’équation, décomposer le probleme L(€2, f, g) en £(€2,0, g)
et £(Q, f).

. En déduire que L(£2, f, g) a une solution qui est la somme d’une fonction harmonique

h € C%®(Q) NC%Q) et d’une fonction v € H*2(Q) N HI(). Montrer que cette
décomposition est unique.

On rappelle que lorsque k > ¢, H k() c C°(2). Montrer que cela implique que

Yo 2
v e C%Q).
En déduire l'existence d’une solution forte de L£(€2, f, g).

5. En utilisant la linéarité de L(£2, f, g) et 'exercice 1 ci-dessus, montrer I'unicité d’une

telle solution.



