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TD 2 : Exemples de distributions

Distributions : notations générales

Q) désigne un ouvert de R”, qui peut étre R"™.

« D(Q) désigne I'ensemble des fonctions C* & support compact dans §2, muni de la
topologie (métrisable) définie par

D JK € Q tel que Supp(f,) C K Vn,
n — m
ot {VmeN,HﬁS )= fm] g — 0

« D'(Q) est 'ensemble des formes linéaires ¢ sur D(£2) qui sont continues vis-a-vis de
la topologie précédente. Ceci signifie que

(fa 22 0) = (2fa) = 0).

On note indifféremment ¢(f) = (p, f).
« Pour m e Net f € D(Q), on définit

FEE= H Hoo,

[I|<m
ou la somme porte sur tous les multi-indices I := (iy,...,i,) de longueur |I| :=
i1+ -+ + 1, inférieurs & m et 9z’ := ozt ...0xl.

« Toute fonction g € LIOC(Q) définit une distribution 7'(g), aussi notée g, définie par

zlz;fgdx.

« On dit qu’une distribution ¢ est dans LP(2) si il existe g € LP(£2) (qui est alors dans
Ll .(Q)) telle que ¢(-) = {g,-) On note simplement ¢ = g. On dit de méme que ¢
est de classe C¥ si ¢ = g avec g € C*(Q).

Exercice 1 : Soit
H : R — R

{0$x§0

z Isiz>0

1. Montrer que H € Li (R) et expliciter la distribution associée.
2. Montrer que H' = .

Exercice 2 : Montrer que

o(f):= lim Zf —nf(0)— f(0)lnn

n—-+o00

définit une distribution sur R, dont vous déterminerez le support et I’ordre.



Exercice 3 : Montrer que

¢ : DR) — R
f — ZneNf(n)(n)

est une distribution d’ordre infini.

Exercice 4 : Valeur principale de % On définit, pour f € D(R) :

1. Montrer que la fonction g(x) := W est dans D(R) et vérifie ||g]loo < 2||f'||co-

1 Foo
2. Montrer que VP <—> f= / g(z)dz. En déduire que VP (1) est une distribution
x 0
d’ordre 1 sur R.
3. Montrer que si f € D(R) est paire, VP (%) (f)=0.

4. On fixe fy € D(R) paire, avec fy(0) = 1. Montrer que Vf € D(R), il existe ¢ € R et
g € D(R) telles que

f=cfo+ag.

ve (2) )= [ sty

5. Montrer que si on écrit f = f(0) + zg, g € C*°(R), g n’est pas intégrable mais la

En déduire que

A
fonction A — / g(x)dz est constante pour A > 1. En déduire que
—A

1 A
VP | - = I dx.
(2)7= i [ ston

Exercice 5 : Partie Finie de w%

1. Pour f € D(R), montrer que

[ M0 _torico [ s,
2| >e |z>el

2 € x

et que des deux termes de droite, le premier est non-borné et le second est borné
(pour € — 0).

2. En déduire que

. <%> (1) i= iy </|m|>5 f;,(;f)dx i +€f(—e)>

définit une distribution sur R. On Pappelle ”la partie finie de 3&—12”.

3. Montrer que VP (%), = —PF (%2) En déduire que PF (x—IQ) est d’ordre 2.



Exercice 6 : Formule des sauts. Soit f : R — R une fonction C! par morceaux : il
existe un ensemble dénombrable A C R sans point d’accumulation dans R, tels que f est de
classe C' sur R\ A et les restrictions de f’ aux intervalles de R\ A se prolongent contintiment
a leurs adhérences. On définit {f’} la fonction définie sur R\ A par {f'}(x) = f'(x) et qui
vaut 0 sur A. Pour a € A, on définit aussi [f], := lim,, f — lim,_ f.

1. Montrer que lim,, f et lim,_ f existent dans R pour tout a € A.
2. Montrer que {f’} définit une distribution.
3. Montrer que la dérivée au sens des distributions de f vérifie :

T(f) = {f"Y + D [flada-

a€A

4. Exemple : calculer la dérivée de |z| au sens des distributions.

0 B 0
’ axz&c] - axjaxz

Exercice 7 : Théoréme de Schwartz Montrer que Vo € D'(Q)

Exercice 8 :  Soit p: R x R — R vérifiant les hypotheses suivantes :
(i) Vz, p(z,-) € LL (R).

(ii) p.s.t, p(t,-) est de classe C*.

(iii) @ + p(w,-) est continue en topologie L{ (R). Ceci signifie plus précisément que pour
tout R > 0, la méme application, mais & valeurs dans L'([—R, R]) est continue.

On définit Y € D/(R) par
oz (f) == / p(t,z) f(z)dx.
R

1. Montrer que si p : R> — R est continue, elle vérifie automatiquement (i) et (iii).

2. A f € D(R) fixée, vérifier que 'application x +— ¢, (f) est continue (sous I’hypothese
de continuité de p ou bien des hypotheses (i) et (iii)).

3. Calculer la dérivée de lapplication x — ¢, (f) au sens des distributions.

4. Si f : R xR — R est de classe C! et vérifie f(z,-) a support compact pour tout z,
calculer la dérivée au sens des distributions de = — . (fz).

Exercice 9 :  Montrer qu'une distribution est dans L?((2) si et seulement si elle s’étend
continuement & (LP(€Q), ||-||» ). Autrement dit, si elle est la restriction a D(Q2) d’un élément
de LP(Q2)*.

Exercice 10 : Les distributions de dérivées nulles sont constantes.

1. Montrer que f € D(R) = ¢’ avec g € D(R) si et seulement si / f(z)dz = 0.
R
2. En déduire qu'il existe une fonction fy € D(R) telle que Vf € D(R),
f=cfo+g, geDR).

3. En déduire que si ¢ € D'(R) vérifie ¢’ = 0, alors il existe une constante ¢ € R telle
que ¢ = ¢ (on dira plus simplement que ¢ est constante).



4. Soit & présent f(z,y) € D(R?). Montrer qu'’il existe des fonctions g; € D(R?) et
c € D(R) telles que

f(z,y) = c(y) fo(z) + %(ﬂc,y)-

5. En déduire l'existence de ¢ € R, g1, g2 € D(R?) telles que

o) = cfole) olw) + g (w0) + 22 ,).

6. Vérifier que fo(x)fo(y) € D(R?) et prouver que si o € D'(R?) vérifie ¢’ = 0, alors ¢
est constante.

7. Traiter le cas D'(R™).
8. Montrer que si ¢ € D'(R) vérifie ™) =0 alors ¢ est un polynéme de degré m — 1.

Exercice 11 : Une équation distributionnelle.
1. Soit f € D(R) avec f(0) = 0. Montrer qu'’il existe g € D(R) telle que f = xzg.

Indication : pour la régularité, on pourra écrire f(z) = [ f'(t)dt et effectuer un changement de

variable pour obtenir une intégrale a parametre.

2. En déduire que si ¢ € D'(R) vérifie ¢ = 0 alors il existe une constante ¢ € R telle
que @ = cdp.

Exercice 12 : Distributions positives. Une distribution est dite positive si elle prend
des valeurs positives sur toute fonction test positive.

1. Démontrez que toute distribution positive vérifie :

VK € R",3Ck tel que Suppf C K = |o(f)| < Ck || f|loo-

2. En déduire que ¢ s’étend contintiment en une forme linéaire sur CO(R").
3. Montrer qu’on peut prendre C := inf{¢(g), g € D(R"), gx = 1}.

On pourrait démontrer en étant tenace que ¢ est en fait une mesure de Radon : une mesure
Borélienne qui prend des valeurs finies sur les compacts de R".



