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Dans cet arucle. J'essare de tras les co'nrnts maJeurc de l?,rstorre de ra ror de
composluon de po[rts sur une orbtque, nesp. de ra tor de groupe sur les pornts
raflonnels d'une courbe elllpdque. Donc, oontelrenrcnt aux,a du Shminairt,
de Th*orie iles Nombrec porir, aucun resutat math€rnaflque norveau nest
pr6scnt6. Toutefols leg r€marques suhrantes sembleront peut-gtre int€r€ssantes
aux artthnreuctens d'auJourdhut qur font parde du fle've dont on €Nryror€ rcl
un aflluenl &r effet, les tra'a'x de B. I€vt dlsc't€s au $s ont €cernrnent atdrc
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I'attentton de quelques arithrneUciens interessds par des m€thodes 'rraives'dans

l'6tude des potnts rationnels de courbes modulaires - aoir lwashington 1990].

Personnellement, J'at commenc€ i m'occuper de cette partie de I'histoire
de I'arithmdtique d la suite de plusieurs discussions et echange de lettres et
rnanuscrits avec Catheri:re Goldsteln. Dans I'ocpose qui suit, il me serait souvent
impossible de s€parer ses lddes de ce que J'ai trouvi mol-meme, D'autre part, la
r€daction $ tnclus la fagon de pr€senter le mat€rtel) de cet article n'engage pas

sa responsabilit€, et les erreurs qu'on y trouveralt ne seront que les rniennes,

Ia raison principale de publier ce que Je sals rnaintenant sur I'histoire de la
loi de groupe sur une courbe elllpUque - bien que mes coruraissances soient
surement encore incompletes - est que les quelques apergus de cette histoire
qui edstent dans La litt€rature - uoir par exemple lScriba f 9841 - paraissent
inad6quats, du moins dds qu'ils abordent la ffn du dix-neuvidme et notre siecle.
En particulier nous allons voir que ce n'est pas Poincar€ qui a d€couvert la lol
de groupe sur les points raUonnels d'une courbe cublque.

O. Rappel math6matlque anhlstorlque

Prdcisons notre sujet tel qu'on Ie voit aujourd'hui. Soient .F un corpsl et C une
courbe algebrique r€duite d€finie sur F, qul admet sur F un plongement dans P2

comme courbe donn6e par une €quation homogdne de degr€ 3. Appelons encore

C son irnage dans le plan proJecUf. Alors, st P, Q € C(F) C pz(F) sont deux
points railonnels non-singu.liers de la courbe, on obilent un troisidme point R
en tragant la droite (sdcante) pat P,Q dans P2 et en prenant le troisieme polnt
d'intersection de cette droite avec C (qui odste d'aprds le 'th€oreme de Bezout').
Sl P : Q, on prend la tangente d C en ce potnt au lieu de la s6cante. .R est
de nouveau un polnt rationnel sur F; en fait ses coordonn€es proJecttves se

calculent rationnellement en termes de celles de P,Q et de l'€quaUon de C. De

plus, R est un point non-singulter; en fatt, ou bien il est de multiplicitd un, ou
bien il se confond avec P ou Q.

Cette loi de composition (P, Q) * R - obtenue par ce qubn appelera
la rnithod,e iles langentes et s6,cantes - sur I'ensemble C(.F')"" des points .F-

rationnels non-singullers de C est evidemment cornmutauve. Mais en gen€ral

I Le lecteur patient trouvera les quelques endroits oir on suppose en fait que la caract6ristique

de F n'est pas 2 ou 3.
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elle n'est pas associ,auve - trouver des contre-e>cemples, ou etudler I'op€rauon
(r, y) * -(x + a) dans un groupe commutatif I

st -F est suffisamment grand, la loi n'admet pas non plus d'61€ment neutre ;

en un tel potnt O, I'op€radon dewait sadsfatre (O,O) r_+ O. Ce serait donc un
pornt d'infledon. Mais il y a des poirlts p e c(F) tels que ra droite passant par
P et n'lmporte lequel des 9 points d'inllodon dans c(F) ne soit pas tangente en
P.

Pour obtenir une structure de groupe, supposons que c(.F)ns contienne un
potnt d'lnflerdon o.2 Alors on d6finit p + e comme 6tant le point que construit
la m€thode des tangentes et sdcantes appliqu6e a o et au point ,B trouv€
avant. Cecl falt de O un dl€ment neutre de I'op6raflon * et, pour chaque
polnt P € C(F).,, la m6thode des tangentes et s6cantes appltqu€e d O et p
donne un potnt -P qut saUsfalt P + (-.P) : O. Finalement, la loi + est aussi
assoclative' cecl peut se demontrer alg€briquement ou de fagon g€om€trique,
comme corollalre du fait que der:x cubiques planes qui passent par g potnts en
auront en commun un neuvldme. _ Cf . par e<emple lClemens f gSO, $2.g1.

Vue de cette fagon purement g€omdtrique, ra modmcatton qui transforme
la m6thode des tangentes et sdcantes en une lot de groupe peut paraitre trts
astucleuse. D'autre part, sur le corps F : c elle peut €tre moflv€e par La
param6trisatfon analyuque des courbes elltpuques :

si F : c et c est lrsse, alors choisrssant un 6l6ment neutre o e c(c) comme
precedemment, ainsi qu'une difldrentielle non-nulle a € Ho (E ,f)1 ), il eoste un
unlque r€seau .t C C et un lsomorphlsme anal5rttque

rl.t: (ClL,0) -----+ (C(c),O), $,, : d(zmodL).

La loi de goupe * surc(c) s'obtient alors par transport de structure de ra lot du
groupe addltif de c modulo .L. euelques auteurs dont on parlera plus loin font
allusion d. I'erdstence de ty' en parlant d'un paramdtre (ou argument) analytique
(ou ellrptique).

concluons cette partie mattrdmatique de I'arttcle par une rernarque de weil :

Tout groupe alg6brique connexe de dlmenston I sur un corps F est de la forme
c(r)""' pour une cubique c convenable. - En effet, un tel groupe est soit le
2 si c1l';"" est ron+ide,. alors c est birationnellement 6quivalente sur .F. i une cubique ayantun point d'inflexion F-rationnel.
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groupe addiuf Ga (correspondant au cas oi C admet une stngulartt€ cusptdale),
sott un tore (donn€ par C a]'ant un potnt double), sott enfln une courbe elllpttque
(C lisse).

L. Pr€htstotrc de la E6thodc deE tangentes ct E€ca.atcs

Il y a peut-etre l0 ans de cela, Andre Weil donnait a I'anclenne Ecole Norrnale
Supdrleure de Jeunes F bs e Montrouge une sulte de conferences consacrees a
quelques chapttres de ce qui est devenu le Uvre Wetl 19831. Je IIle souvtens d'un
de ces exposes ot Well s'etonnatt du fatt que Dteudonne - me semble que le
conferencter edtait de prononcer ce nom -, dans son t stoire de Ia geom€trie

alg€brlque lDteudonr6 19741, ne menuonne potnt Dlophante. Wetl tr.ouvait
cecl d'autant plus surprenant que b meme Dieudonn€ 6talt collaborateur a
un ouwage de premGre trnportance dans I'histoire r6cente de la g€om6tne

algebrtque, qut ne tratte pourtant que des nouons algCbrtques.
Il me semble lCgiune de chercher dans I'htstoAe des rnath6magques les

endrolts orl nous remnnalssons, souvent sous une forme encore tres \rague

ou obscure, une lde€ Importante. Ahsl, la classlffcauon des exerclces dals
I'ArtthmCuque de Dtophante selon le genre des courbes sous-Jacentes. s'offre
clairement a nos yeux instrutts , Cf, lwe 1983. chap. I, gX. C'est autre chose
de dedujre d'une telle perspecuve moderne la theorte seton laquelle Diophante
a dO posseder la notlon du genre d'une courbe, ou au molns les nouons de
courbes de genre O, et I .... En fatt, le rnathfunaucten Andr€ \Vetl edte ce genre

de pieges. Mals cecl n'est pas wai de tous les htstortens des mathCrnatiques,
merrre professionnels.

Alnst, pour rer€nlr a notre sujet, prenons farttcle dTsabelle Bachmakova
lBachmako\,'a 19661. Apres avolr dCcrit de fagon gCometrtque Ia llrethode des
tangentes et secantes, elle se propose de "montre/ que "ces deux construcuons"
Jt, e., par Ia tangente et par la secantel "se trouvent toutes d evx dansl'Arithmdl;-
g?re de Diophante". Ia 'demonstrauon' consiste en I'obserEUon qu'une certaine
constructlon decrlte dans sa notauon algebrique par Diophante 'est 6quiva-
lentlel a rrener une droite ...... Il est faclle de rernarquer que la condlUon de
Dtophante est Cqui\ralente a ce que la drotte .. sott tangente," Et ainsl de sutte.
lBachnakova 1966, 2941

Dtsons slnplenent que ces equivalences georretdques ne se troulrnt pas
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dans l'@uvre de Dtophante et qu'une v6rttable demonstrauon du falt qutl les
possedalt erdgerait des arguments bten plus perunents que des reformu.lauons
rnathanaUques, mCme sl elles sont pour nous trtvlales. C'est pour cette raison
que nous comptons Dtophante dans la prdhistoire de l,a mdthode des tangentes
et s€cantes - le terme 'pr6hfstoire' 6tatt ereliqu6 par les phrases precedentes.

De Dtophante, Bachmakoya passe a Fennat : lul aussl auratt possede la
methode de la tangente. Ict I'argument semble mleux fond6 e premlere vue:
car, contdrenrent a son predEcesseur grec, Fernat nous a l6gu€ des traitCs
geom€trlques. Ahst Bachmato constrult un Uen entre les decouvertes arith_
meuques de Ferrnat et ses trarraux sur les extrema et tangentes, lBachrnalola
1966. 06t

Toutefcls, ce qu'on salt de Ferrnat ne permet pas de conclure qu,ll connaissait
I'tnterpr6tation gdometrique de la methode de Diophante qu,il prauquatt avec
tant de succes.3

De plus, en ce qul concerne I'tnvenuon propre de Fermat en theorie des
nombres : lia dercetu te in-fnie, ll affiche une forte tendance a h s6parer fermement
de la geometrle. Feqnat nous a lalsse une seule d6monstrauon par ilescetute
infinie Ecrlte sufffsarnrrunent en d6tall pour qubn puisse la reconstrutr€ avec
suretC : la demonstrauon du tiCoreme qu'tl ny a aucun tflangle rectangle
dont les cotes sont des nombres rationnels et dont I'alre soit un carr€.4 Vue
d'aujourd'hut, la dCmonstrauon de Fermat decrit la dh,iston par +2 de potnts
sur la courbe ellipuque y2 : c3 - e. 5 Mab meme st FerrDat avalt I'tnterpr€ta-
Uon g€om€tique de l"ascente'en tete, s'est systanattquement garde de volr-:-
..i.,1.1 f__o:ll" 

o" * o:F,wpil rraire.sous te nom de -xeenu- : F4/eit re83. .hap. rr, $xvj.wa.lsmat aw&e ot thrs grcmelric_inre.precarrcn ? ... For tail 
"r eu;a"nce.it,s int.iglingq,u.sllon musr rema'n unanswered...lwpit t983. p. t08f.]

.'-Nore en marge du Prcblenc XX dp Bacher. (6dition de Diophan,€) lFermat I, otueftaLioxLV. 340f1. , ra-duir : .[Fsmat t.2zrq. cl lFermar ,.^/" crii."-^t j C.,.i,i. n.,:l' ress,c.'rrl-r,ourIrmportancehisr.oriqupdur6sultat,4lDi.ksonts2o.4ss472]etlxoblit,r98al
rour des feconst ructrons mar h6marinl.q du-rexte de Fermat. ,.i. pa. exemft. iZeurt "n reOJ,

l91frl":i:ltnlo p.2eafl. [we re8i. ze]. lschappa.h". rses. rsri, "y..,*iibiii",";. rssol.NoLons Loutetors,que t€s Fconstrucrions ne rellvent pas un joli-rii[ darai] a ta ffn A6;oe comprerer ta d€scente it faui ddmontre. que te nouveau triangl; rectansle rationnel d,airecar.ie, construit dans ta d6monsinrion est ,prus petii,q"" 
""r,'il,pp*i ".i"r* ,, aeu*.

l:T:i-o-Tt.-f T. m€ure. d" .srandeur r; so;me de; a",_ ;p".ll,aL"* pyii.e*.i.*.
des rflanSles et c est sur ta su;t. decrcissanr.e de ces somm6 d,enriers posirifs qu.il fait Jouertarotativ ad o.6nu('rou qui perm€r de conture. ... i"t;t",';" ,"i.s^, \l^ " a"","^
clu,alotun etBdem ndturd, ptiore m.not.
" Si le tr;Msle esr (a,6,c), a,b.c € 2,2J6, er son ai.e * = A",p"*r. = cte, v =2A#.

- Je dis '+2', parce que Fe.mat ne p€ur rravait)er qu,avec des coo"a"""e"" pl"itiu*.

t-
It t lg-^-+rt, (-\ uL= k?--l,u ^,!, t.^.-L.r t
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la descente de ce meme point de vue. Cai pour cette nethode tl faut toujours
arrlver a une sulte dtscrete de quanutes posluves, Il semble que cecl amenait

Fermat e penser qu'tl s'agssait d'une mCthode tncompauble avec des arguments

algebrtques ou g€ometdques generaux qut s'etendent forcement a h quanUte

contlnue.6 - Nous ne poursulvons pas tcl le darloppement histortque de la
d,escente infinie. Dtsions slmplement qu'un llen entre la iletcenle et le sujet de

c€t artlcle est evtdent au plus tard dans les tralaux de Hurwitz, Mordell et Wetl

cltes plus loin ($$5, 6; cf. ausst lcoldsteh, Schappacher 19901).

Dans la sutte de cet arucle, Je vais distlnguer trois classes d'auteurs qul ont
contdbu6 au developpement hlstorlque de la metlode des tangentes et sdcantes,

Au $2 on regroupe tous ceux qut ont traltd cette methode sans r€ference a un
paramCtr€ anabtique. Au $3, on dtscutera bdevement Ia traditlon purement

ana\tique. Et dals les numelos ult€rieurs sont regroupes des tralaux qut trai-
tent la mCthode gCometrlque des tangentes et s€cantes, mais qut I'tnterpratent
en meme temps en terme d'un parametre analltlque. Cette organisation n'est
qu'un scherna convenable pour ltxpos€: elle ne veut pas sugg6rer des'ecoles'
dff€rentes dans I'histoire de la m€thode des tangentes et s{4cantes.

6 
lF€rmat II, n/" LXXXI, Secotud ddfr de Fema| au math#Lc,ticie7,3, F6vrier 1657; 334] :

Qa3tiones wft arithmeticas da at qx; propotuLl, u;. qt;;nlelUsat. A^llon quid Atithmetica
fu;t hactenu tftctata seonetricA poiu qtam adlhmelicA ? Id so.fle;nnxxtuI plercqe et Velerum
et Recenliorln ufumina; infl.dit et ;pse Diophdntlrs. Qai licet d Ceonetr;o pdo nagts qadm
cdteri discesserit, dxn Analaticer ntnens tontLn ntionalibB adetrifigat, eam lamef, parlen
Geometrii non onnino xdcarc probcnt sdt& stperyue Zetelica Vieleo, in q b* Diophdtlti
nethodtt ad q{antitatem conl;ntan, ideogue ad Geometian porrigitrr.
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2. La Eothode rlgebrlco-g6oe6ttlque des tslgcltcs ct sCcaltcs

2. I Nceto! fut - a ura connalssance - le prerder auteur e enoncer h methode
des (tangentes et) secantes sous sa forme gCom€trlque - ?roir lNewton Ig7I,
110-1151. Il est remarquable de votr Nerton dtrscuter la constructton de points
ratlonnels sur une cpurbe algdbdque e pardr d'un ou plusteurs poltxts rauonnels
donn6s : D'abord pour une conlque, donn€e par une equauon quadraflque, oi

obtlent des polnts rationnels par des droltes de pente rationnelle passant par
un polnt rauonnel. Puls il passe aux Cublques pour expltquer laconlquement
que, etant donnes trols potntri rauonnels non colltnCatres sur une cubique, la
mdthode de Ja sdcante - ll ne menuonne pas le cas de potnts non dtsuncts -
appliquee a deux quelconques d'entre eux, et puts tteree avec des potrts d6ja
obtenus, permet de "reperer d'innombrables autres- potnts radoryrels. Donc ni
darls les donnees nl dans les resultats, Newton ne s,occupe de polnts qul se
confondent. I€ court paragraphe est accompagn6 d'un dessl.n (qul conUent une
peute erreur, driment rectiffee par. l'6dtteur).

Cette courte page d un des cahlers de Newton consacr€€ a h m€t]rcde des
s€cantes semble se sltuer a une epoque oi I'auteur rellechissatt aussi sur les
probEmes arithm€flques de Dtophante. Il s'est d'alleurs occup6 de la th€orte
genCrale des cubiques a denx reprtses, a dk ans d'lntervale.

2.2lagratgc. Dans son t.ra .il celebre Jlagrange l777l, I'auteur pr6sente une
analllse tres soigneuse des potnts rauonnels de la courbe x4 - Zg4 = +22

- en norlnalisatlon de Welerstr:ass qut nous est habituele aulourd'hui, c'est
Y2 = Xx -2X.Ii groupe des potnts rauonnels de cette courbe €st de rang 1. -
Dans les deux dernters num€ros (12 et I3), Lagrange montre -comment on peut
slrnphner et gCn€raliser a quelques egards la metrode ordinatre pour les CgalitCs
qut passent le second degrC len fatt, tratte le degrC 3 et certatnes €quauons
de degre 41, sulvant laquelle, en connalssant une solution, on peut trouver
plusieurs autres" llagrange 1777,3961. Ce qu,il decrit est en fait la m6thode
de la tangente qtlll appltque a un polnt donne tnlualement et puts par it6rauon
au demier potnt obtenu. La descrtption n'est pourtant pas g6om6trtque rnats
passe par des formules algdbriques, la tangente est dCcrite par son equauon
ltneafe en termes de deriv€es parttelles de fequation de la courbe.
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2.3 Cauchy. Dans ces ancien| EEercices de fannde 1826, Cauchy insere un
chapttre Sur Ia risolulion de quelques 4quations ind.itermindes en nombres
enliers,l dont le Sf est consacre a .. la rdnlution en nonlbtes entiev ale

I'dquation homogine d,u troisiime degri enlre trois oariables. Ict il expos€ Ia
methode de la tangente par des formules algebriqu€s, sans alluston a lla sttuaUon
geometrique, ni meme h notation de derlvee partielle colrrlne chez I_agrange. Vers
la ffn de ce $ lCauchy f887, 312-3141, il en fatt de rneme de lia methode de la
secante.

2.4 I*g Nourelles Annales d,e Malhimaliquet autour de l88O - et Moaaleur
SJrlvestcr. Ce Jozrno,l d,es candid,ats aux dcolcs polytechnique et noT.rnale corruent
un grand nombre de pettts exercices (et de longs Ldius) €Ementaires. Il n'est pas
surprenant de volr ausst resurglr de temps a autre la metl.ode des tang€nt€s et
secantes.

Edouard Lucas, dans llucas 18781, aussi bien que Desboves, dans son traite
un peu lourd lDesboves 18791, sont dans la tradldon de I-agrange en ce qu' s
essayent d'attraper uniquement par Ia mCthode de la tangente tous les points
ratlonneb a partir de potnts tniuaux. Selon le nombre de potnts tndependants
requls au d€part - lDesboves 1879. 4911 par:le de roluriozrs initiald -, Lucas
classlfie les courbes conune €tant mon obasiques, bibasiqrres, etc.

MaIs ce n'est pas Ia premldre fois que tia notton du rang d'une courbe
ellipuque est ainst pressenue dans la litterature. En fait, Lucas ajoute -que

cette tdee de classncatton ... est due, Je pense, a M. Sylvester, qut possede,
depuis longtemps, un MCmojre hedit sur ce sujet intdressant.- llucas 1828,
5O9l Et Sylvester avatt 20 ans plus tdt publi6, stnon ce mCmotre, au motrs
une annonce de ses resultats : Isylvester 18581. La il afffrme - moyennant
une normaltsation de l'Cquauon et de ses soluuons - I'edstence, pour tout
n > 1 d'une certaine expresslon rauonnelle de degr€ n2, bien determinee,
qui, appltquee aux coordonnees d'un point rat_lonnel de la courbe en quesdon,
en donne un autre. Il appelle ceci la n-lCm€ d,erioalion sur la courbe. A Utre
d'exemples geomCtriques, tl cite

'... the tangenuat (the name adopted fiom me by Mr:. Cayley to express the
point of tntersection of a tangent to a cubic curve at any potnt &,ith tie

7 
lcauchy 1s26, 233-260] = [Cauchy 1882, 2s6-315] 8 Je n'ai pas r6ussi : consult€r [LucN 1877].
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curve)"

comme seconde d€ri%tion (de degrC 4), et :

'So agaln, as I also suggested to Mr. Cayley, t-I:e point in Phich the conic

of closest contact wittr a cubic curve cuts the curve will necessartly have a
derivative system of coordinates ofa square-numbered degree in respect of
the origlnal ones, which by actual tdal Mr. Cayley has found to be the 25th.
Mr. Salmon, I belteve, has obtalned ln certain geometrica_t invesugaUons

deri!.atlves of tlre 49th degree."

ll parle de courbes dont I'ensemble des soluUons est "TrroTrodaiic: that ts to say,

all thetr soluuons are lo:rown funcuons of one of th€m, whlch I term the 6de,
and which is cha.actertzed by this property -that of aI the soluUons possible

it ts tlre one for whlch the greI,test of the three vadables ts the sraalieit number
possible." Il afnrme avoir trouvC 'a large class of equaUons, soluble, or possibly
so, tt ls true, but enjo''ing the property that all their soluUons in integers Ii. e.,

entiers positifs, ou non negaufs ?1, when they edst, are nrozoDa.ric," Quelles
Cquauons a lt-il en tete?

Revenons a I'article llucas 18781.3 Non seulement Lucas y dtscute la mCthode
de la tangente: mals I y fait encore une liste de trots m6tiodes g6omCtriques
qui permettent d'obtelrlr un point rauonnel d'une cublque e paiur de points ra-
Uonnels donnCs auparavatt : prerderement la methode de la tangente; ensulte
la methode de la sCcante: et ffnalement il propose cecl :

"Si I'on connait cinq soluuons de l'€quation proposCe, on obttent, en
genCral, une sbdeme solutlon, en prenant le point dlntersection avec la
courbe, de la contque passant par les cinq points qui correspondent aux
soluUons donnCes: on peut d'ailleurs supposer plusieurs de ces points
reunis en un seul, et en particuller tous les clnq reunls en un seul.-

Lucas ne dit pas que cette mdthode se r€dutt a une combinalson convenable

d'appllcauons de Ia metiode des tangentes et secantes. Mais Sylvester ne tarda
pas a renu[quer ce fait lsylvester 1879/80, 314], dans le grand m€molre - ?oir

S2.5 plus loln - par lequel I attelnt le but personnel annoncC a h nn de la note

de 1858 :



N. SCHAPPACHER

'I hope to have tranqutllity of mtnd ere long to gtve to the world my memolr,
or a fragment of tt, 'On an Arithmetical Theory of Homogeneous and the
Cubic Forms,'the germ of whlch, now, alaslmanyyears ago, first dawned
upon my mlnd on the summlt of the RighJ, during a vacauon ramble.'
ISylvester I858, r09l

Notons en passant qu'une variante - avec deux paraboles - de la troisi6me
m€thode g€om€trique de Lucas est utilis6e par Mordell dans la ddmonstratton
de son c6ldbre ttreordme selon lequel - comme on dit auJourd'hui - le groupe
des potnts ratlonnels d'une courbe elliptique est de type fint lMordell Lg22l, wir
$6 plus loin.

Restons encore brldvement avec les Noutelles Annales ayant d'aborder plus
en ddtell le grand m€moire de Sylvester.

La plus grande partie de I'article [Desboves 18861 est une reformulation de
Cauchy. A la fin il propose de transformer une dquailon cublque en une CquaUon

biquadratlque qut peut €tre plus facile d r€soudre. Ceci encore nous rappelle
I'arflcle lMordell 19221 ou Mordell pr6Gre les formes biquadratiques ar:x moddles
cubiques des courbes elltpUques que nous atmons auJourd'hul - ooir d ce suJet

lCassels 19861.

Desboves dans lDesboves 18791 €tudie [a famllle des courbes aX^ + bY* :
cZ" (oi m,n,a,6,c sont des enUers, rn,n positifs). Il saft que la nature de
I'ensemble des soluttons depend sensiblement du degre de l'6quation. Mats les
auteurs des Nouaelles Annales ne disposent appa.remment pas de la noUon de

genre. On ne s'Ctonnera donc pas de trouver, dans ceJournal dans ta tradiUon
de l"analyse diophanilenne' orientee plus vers l'6tude d'eremples que vers Ia
th€orte gdnCrale, quelques 6nonc€s gen€raux i:rcorrects.e

2.6[*. m€molre de Sylvester.

Ir grand memoire [Sylvester l87g/ggl repr€sente le point culrntnant de I'tltstotre
de la m€thode des tangentes et secantes dans la mesure ori il contlent I'analyse la
plus avanc€e de la structure algebrique induite par cette methode sur I'ensemble

9 P.. ex"mpl" fJonquiErc 7878,4441: "... Ce r6sultat ... vient i l'appui de I'observation d6jir
signal6e par M. Lucas, qu'une 6quation ind6termin6e du quatriEme degr6 ir trois inconnue ...,
qui admet une solution en nombres entiem, n'en admet trlssouvent pre d'autre, contrairement
i 9e.qui a lieu pour l'6quation du troisibme degr6, oi une premi€re solution en entrafure une
infinitd d'autres."
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des porrts rauonnels d'une cubique, sans la motndre r6fiirence i un paramdtre
analytique.lo D'autre part, peut-€tre d cause du style de travail et de rcdacuon
qu'on lul connait, sylvester ne parvient pas a une pr6sentation bien ffnie de cette
structure alg€brique. ll est d'aiileurs peu probable qu'il disposait de la nouon
abstratte d'un groupe ab€lien.ll voici sornrnafement ce qul se trouve sur notre
suJet dans ce memoire [sylvester rBTg/Bo, gsl-g6sl qut en traite aussi d'autres.

Premidre observation de sylvester. un point sur lia cubique 6tant fixe, I'ensemble
des polnts qut s'en deduisent par appltcauon lt€r€e de la m6thode de la tangente
est ferm€ par rapport d la m€thode des tangentes et secantes.

sylvester adopte la notation survante. Ir point de d€part est appeb 1. Ir
point qul resulte par la m€thode des tangentes et sccantes de deux poi:rts
reprdsent6s par les nombres ft et I respectivement est not6 (,t, /) ou (/, fr). I€
prernier 'tangenual' de 1 est donc (1,1) ce que sylvester appelle aussi 2, et il
pose 4 : (2,2). Ensuite il definit, pour tout k, k + I: (1, ,t) et k +2: (2, ft) (ce

qui est compatible avec lia ddfinttton de 4). puis il affirme - r€fCrant le lecteur
d la th€orie de la 'residuauon'l2 - la regle suivante, que nous pouvons voir
auJourd'hui cornme une variante de I'associauvit6 de la loi de groupe,

((a,b),(c,d)) : ((", c),(b,d)).

sylvester en deduit formellement que sl r, s sont des enuers non divisibles par
3 et que r > s, alors (r,s) : r f s, ori r I s : r * s le signe Ctant choisi tel que
3l r t s. Par consequent, I'ensemble de tous les points qui se d6duisent de 1

par la m€thode des tangentes et sdcantes est {,t € zl k > 7,3tr k}.Il calcule
(sur une forme normalisce de la cubtque) que les coordonn€es de ,t sont cles
fonctlons rationnelles de degre &2 des coordonndes de 1.13

10 Syltester-affiche, dans un autre contexte, une certaine pr6dilection pour "... an intuitionalprogl...without any recourse to concepts drawn from rlticulated arrangements, as in the
apolications of geometry to arithmetic made by Dirichlet and Eisenstein." fsylveste. 18Tg/80,
344J
11 Dans.[sylvester 1879/s0, 3b3tr] le mot "group" d6signe un enmmble de points ferm6 par
rapport i la m6thode des tangentes et s6cantes.
12 Le lecteur trouvera un expos6 trbs clair de cette th6orie dans le trait6 de Salmon : [Salmon1.879, $$158-161,_ pp. 136-140]. La notion cr6 est ra suivante. "If two systems of poinis [zozsd'irions aujourd'lzi .'deux diviseurs] .-.. together [i.e., leur somme] make up tte.o*plet"
intersection with the cubic of a.curvaof any_order, Lne'of these [i.e.,'chacun dL Jeux] i"'"aid
to be the residuol of the other." fsalmon 1829, 136]
13 cutt"constatationestaccompagn6e,[sylvester nzs1ao,3b6],parcettenoteenbredepage:
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Deuxiime observation de sylvester. un porrt d'lnllexion .r €tant fixe sur la
courbe, sylvester appelle oppos| d'un point p le point qui r€surte de I et de
p par la mdthode des tangentes et sdcantes : pt : (I,p). Alors l'ensemble forme
des points considdres dans la premicre observation et de ses opposes est ferm6
sous lia m€thode des tangentes et s€cantes.

Sylvester pose (1',3t - 1) - Bi t4 et v6riffe $elcttement cas par cas que
{I}U{ft| k > 1}U{,t'l k > 1} estferm6sousl'opdratron (, ).nseconvainc
aussl de ce que le degr€ de I'expression radonnelle des coordonn6es des points
fr et fr' est ,k2, pour tout ,t.

Traduisons ce que trouve sylvester en termes de la loi de groupe sur La courbe
relailve i l'61€ment neutre 1. Loperation k ,-+ letest aussi le passage au negatif
dans le groupe' si P est le point de ddpart 1, alors on trouve pour tout i ) 0 :

(3i) : 3tP, (3t+ 1) : (3t+ 1)p, (Bi +2)' : (si+2)p.

Ies notatlons adoptees par sylvester ont donc, pour un oeil moderne, tendance
d voiler la prdsence du groupe, isomorphe A (un quofienl de) Z, engendre par p.

"The proof-here supplied is sufficiently exact to dispel any reasonable doubt as to the truthof the law; but an exact proof which ioes not """rti" Urt demonstrates the non-existence oflatent common measures ...' will be furnished under Title 5 - one of the most surprising featsof demonstration which it has ever fallen to the author's lot to rccompli"h.,, - il'revient sur
::-p:tt',,5 gages plus loin oir il avoue avoir d6montr6 seulement que ie degr6 de fr et born6par-'c'' 1l a..;oute : "... before I come to an end of the discussion I tiust to b-e able to establish
Y:!\_?::",h1:rraz.rigour that the orderis actually 

"q,_r.l 
to the square ...; - pfr.*" ir laquelle

est' raJoutee la note en br de page : "This anticipation (for it wai only such when thee wordswere written) will be found fullylealised under ,iitle 
b.',l4 Corriger les fautes d,impression [Sylvester l9Z9/g0, 361, ligne 12].
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3. La tradttloa analytlque

Dans ce num6ro Je rdpdte une obsenraflon de scriba sur les th6or€mes d'Euler
relatifs aux integrales elltptiques et sur une pettte note apparemment peu

connue de Jacobt. commengons avec Euler. Je cite un passage de [scriba 1984,
25fl relatif i l'dquation V2 : f(a) : ars + bxz I ca + d :

"Beim Studium elliptischer Integrale hatte Euler bemerkt, dag, falls man
fiir einen Punkt A(c, y) ... definiert

rr(,4,): I:+ -['de- J* Jr(e)'

es zu zwel entsprechend definlerten Punkten ,4 und B lmmer elnen dritten
C auf lder Kurvel gibt, daB

II(A) + n(B): II(c),

wobel sich dle lfuordtnaten von C railonal aus denen von .4 und B
ausdnicken lassen lEuler 1912/L31. zu diesemAdditionstheorem tritt das
Eulersche Multiplikatlonstheorem

II(D) : n.II(C),

d.h. es gilt auch trier, daB sich frir ganzzahliges n die Ibordlnaten von D
rauonal aus denen von .4 ausdnicken lassen. slnd also einer oder zwei
ratlonale Punkte bekannt, kann man lmit diesen SAtzenl weitere finden..

Mais cette fagon analytique de construire de nouveaux poi:rts rauonnels i
partlr d'un ou deux points donn€s n€talt Jamais appliqu6e aux probldmes

diophantiens par Euler. cect dtonnait Jacobt tant qu'il r6digea un petit arttcle
de propagande pour l"usage de la theorie des int6gmles ellipuques et ab6liennes
dans I'analyse diophantienne' : Uacobi i835l. Il g6n6ralise les deux th6ordmes
d'Euler en un trolsldme concernant des z-combinaisons lindalres arbttraires,

Ii(") : rnlII(o1) +... + mnfl(xn),

ou c et t/16 s'expriment encore rationnellement en c;, JT@j.
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J'tSlnore s'il y a un seul tr.av"ail qut reprend la suggesuon de Jacobl. Shon,
faudralt-tl conclure que, en mathemadques, la propagande est inuule et toute
suggestion doit Ctre men€e Jusqu'au bout par celul qui la propose?l5 Impllct-
tement le message de Jacobt se transmet dans une grande partte du dCvelop-
pement de la thCorle des lntegrales ab€liennes au siecb dernter -7,oir passirtu
le rapport tout a fait lnpresstorurant IBriU, Noether 1892/931. En particulier
on peut nrenflonner Clebsch - ,oir lclebsch 1.8631, IKletn 1926, 298ff1. Tout
ce developpement forme l'arrlCre-plan du traval de potncar6 avec lequel nous
entrons dans notre slCcle.

4. Polrcsrc

ll ne s'agtt pas lci de rendreJustjce d toutes les idees du long article de poincarC

sur I'arithm€tlque des courbes alg€briques, Ipolncare tgoll. Ir lecteur tnteress€
consultera surtout les notes des Cdtteurs des ceuvres de polncare, Je me borneral
es.sentle llement au tra.ttement de h methode des tangentes et secantes. Toutelots
I faut soullgner que cette mCthode est dtscutee par poincar.e dans un cadre
nouveau : celul de l'€tude des potnts rauonnels de courbes algebrtques dans La

perspecUve de I lnvariance btrauonnelle.

"I€s propridt€s arithmeuques de certalnes expresstons et, en paruculier,
celles des formes quadrauques btnaires, se rattachent de la fagon la plus
Ctiotte a h t ansforrnauon de ces formes par des subsutuuons lineatres
a coelndents enuers. Je n'at pas a Inslster tci sur le parti qul a CtC tlrC
de l'6tude de ces subsutuuons et qut est assez connu de tous Ceux qut
s'int€ressent a I'Adthm€Uque.

On peut supposer que l'6tude de groupes de transfcrrnations analogues
est appelee a rendre de grands sen'ices a I'Arithmiuque. C'est ce qut m'en-
gage a publter les considerauons sulvantes, bien qu'elles constituent plutot
un programme d'Ctudes qu'une vCritabl€ thCorie.

Je me suts demand€ si beaumup de problemes d'Analyse indCtermhe€
ne peuvent pas Ctre rattachds les uns arrK autres par un lien syst€maUque,
grace a une classncauon nouvelle des polynomes homogenes d'ordre supe-
deur de trols vartables, analogue e certains ega.rds a h chssincauon des

1s ou est-ce que Ies temp6 ont chang6?
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formes quadrauques.

Cette classiffcation auralt pour base le groupe des transformations bira-
tlonnelles, d, coeff,cienls ralionnels, quepeut subtr une courbe algebrique."

lPotncar6 1901, Intrcd,uction, 483f1

Le genrel6 €tant un inlariant biratonnel, Polncare se bnce dans son ste
programme en cornmen9ant par les "courbes unicursales", i. e., les courbes de
genre O. Sur ce point il a €t6 devance par Hilbert et Hur$'itz lHilbert, Hur*'ttz
18901 qut classtnent completement les ensembles possibles de points radonnels
des courbes de genre 0 (meme avec stngularites). Dans lHurwitz 1917, 446, note
ll, Hurwitz dlt que Poincare avatt retrouvC lnd€pendarffnent une partie de leurs
rCsultats. Ainsi Poincar€ etablit le fatt lPohcare 1901, 4881 qu'une courbe de

genre O est toujours btrauonnellement equtlalente a une drolte ou une conlque.

Cect remonte a No€ther lNo€ther 18841 et est pr€cbe dans lHilbert, Hurwitz
18901.

I-a method€ des tangentes et secantes falt son appartuon, bten srlr, quand

Polncar'€ pas€e aux courbes de genre 1.

"On voit avec quelle facll.tt6 se tralte le cas des courbes unlcursales.
Passons rElntenant aux courbes de genre 1 et d'abord aux plus slrnples

d'entre eUes, Je veux dtre aux cublques.

Etudions d'abord la dtstribuuon des potnts rauonnels sur ces courbes.

J'observe que la connaissance de deux points rauonnels sur une cu-
btque rauonnelle sufllt pour en fatre connaitie un botsiCrne. En effet, La

droite qutJolnt deux points radonnels domes va couper la cubique en un
trobieme point qui, 6tant unique, est encore rabonnel.

De meme, si nous connaissons un polnt raUonnel, nous pouvons en
d€duire un second: la tangente a h cublque en un point rauonnel est

une drotte ratlonnelle qul coupe la cubtque en un autre point rattonnel."

lPoilcar6 r90r, 4901

Pour volr ce que donne cette mCthode il exprlrne les op€rattons en termes
des arguments ellipliques des polnts rauonnels. A.insl il constate qu'en partant

16 Cette notion est, bien snr, un des fluits 16 plus importants du d€veloppement des math€ma
tiques au dix-neuvilme siicle. Faute d'en pouvoir dire plus ici, je renvoie emmairemenr t lBrill,
Noether 18e2le3l €t i lscholz 1980].
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du potnt qut correspond au nombre complexe d, la methode des tangentes et
secantes engendre prCctsement les points correspondant aux nombres de la
forme (31 * 1).a, & € z, Et en partant de plusteurs potnts trouve :

"Plus gen€ralement, st les points d'arguinents elltpuques

Otl d7, A2) ,..) Aq

sont rauonnels. il en est de meme de tous les points dont les arguments
elllptlques sont comprts dans la formule

(1) a+3na+p\(at- a) + p2(a2 - o)+... +po(ao - o),

oi n et les p sont enders." Ipojrcare 1901, 4921

NuUe part. Polncar€ n'essaie de combler les lacunes dans cette serie : Il
ne se dernande pas si toutes les Z-combtnalsons ltneatres des arguments des
pohts de depart appartiennent e des points rationnels, et par quelle operauon
geom€tdque on peut les attelndre. Cect rnalgre le fait qu'u satt tres bten qu'"une
cubique qut a un polnt rationnel est toujours Cqulvalente a une cubtque qut a
un point d'inllsdon rauonnel.- Ipolncare l9ol, S3gl

Pohcar6 n'att€tnt donc pas du tout Ie ni!,eau de I'anaryse de la mdthode des
tangentes et sdcantes que nous avons \,'u dars Sylvester - et pourtant ses
notations sont beaucoup plus suggestives, 6tant guldees par lia parametrisa on
analltlque. que celles de Sylvester. En pa-rttculier, Poincat6 ne d'couvre pas )a loi
de groupe g omdtrique sur.les po.ints ra tionnels d'une cubique non-singuliere. Il ne
dlspose dals sa descdpuon ni d'un el€ment neutre ni de I'lnverse. et I'operauon
birtaire qu'il €tudle n'est pas assoclauve.

Comment s'est donc developpee b lqgende selon laquelle potncarC aurait
'montr€ lpotncare l9oll qu,...on peut iJ:ltrodutre, dans I'ensemble des potnts
rauonnels de la courbe, I'opCration d'addiflon, de rllartere que c€t ensemble
solt munt d'une stnrcture de grcupe abelien- JBachmakova 1966, 2941? M€me
Scriba qul est beaucoup plus sotgneuxrT semble pris dans le ptege de ne pas
pouvolr nier une decouverte de plus a un esprlt aussl fecond que potnca-
r€, Alnst ll renrarque bien que pottcare associe le potnt d'argunent -7 :
r7 A l" fin de sa di""ussion de Fermat it soulisne, ,da3 auch Fermat - wie Diophantos - nur
alsebraisch€ Substitution€n und Tlansformari;nen ausfiihrre. Wie stark er sich ;abei vie eichr
von seometrischen Bildem teiten lieB, wird nicht otrenkundis." lscriba 19sa, 2a]
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-(a + 0) aux points d'ar€luments a, B. Mats il fait comme st ceci n'avatt pas
d'lrnportance.18 Cette erreur, qu'on pardonnerait facilement a un mathemaflcien
soucleux de trouver des sources d'insptrauon, semble essentielle dans le travail
d'un hlstorten professtorulel des nathanatjques.

Four ffnlr notre dtscussion de I'arttcle de pojncare, regardons le passage

c6lCbre orl tl dCffr t sa notton du rang d'une cublque, qut suit le derrUer passage

cite de lPotncar€ ]9oll :

'On peut s€ proposer de cholslr les arguments

(:2) d) arJ e2,.-., ael

de telle fagon que la formute (l) comprenne tous les points rauonnels de la
cubtque. Les g + 1 potnts rauonnels qui ont les arguments (2) forment alors
ce que nous appelerons un 3yitar?e d,e poinls rationnels fonilamentauz.

Il est clalr que I'on p€ut choist d'une innnit6 de rnanieres le s'.steme
des points rationnels fondanentaux. On dott tout d'abord, dans ce chotx,
s'arranger de telle facon que le nombre g + 1 des polnts fondamentaux soit
aussl peUt que possible. Cette valeur mlntnum de ce nombre g + 1 est ce
que J'appeleral le rang de l,a cublque: c'est evidemment un Cl€ment t_res

irnportant de Ia classlncauon des cubtques rauonnelles," lpotncare fgol,
492f1

Dans la mesure oli Potncde n'enltsage potnt la sttuauon oi aucun nombre
fini de points fondamentaux ne suffft a engendrer tous les potnts rauonnels on
peut volr dans ce texte une fagon de conjecturer le thCorCme de lia base finie des
poirrts ratlonnels, demontle dans JMordeU lg22'l.re n est aussi posstble que,
Ctant hteressC par une analyse plutot construcuve des polnts rauonnels, ait
exclu tout de suite le cas d'un ralg inffnt.2o

CoIIIIne Poincar€ ne dispose ni d'un €l€ment neutre ni de I'inverse dans sa
structure, sa nouon de rang n'est pas bien caltbr6e de notre point de !ue, En
fait, le rang n'est pas un in riant btratjonnel pour la raison trivlale que, de

13 "D, Poinc"^"6 ,. das Inte8ral .. mir enrgegengesetzrem Voueichen versah, ist 7 durch -,yzu eRl.z€n." [Scriba 198a,361
re cl la rormltation du j.';e A. weit lw€il [ls2e], 4?l : ,, y a quelques ann&s, Mordell a
oemontre un thForame remarquable, qui avait 616 .nrrevu d6ji par poincar; "
20 C'."t D. Brieskorn qui me proposait certe interpr6tation dans une discussion.
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deux cubtques equtua.lentes, une, mais pas I'autre, peut avoir un polnt rationnel
d'ir:rfleoon.2r Cet lnmnv€nient allatt etre bientbt remarquC et cordge par Beppo
Lsvl dalls tl,evl 1906/08, 758fl - traval tnpresstomant auquel nous passons
maintenant.

5. Beppo Lvl (ct Hureltzl

IJvl se place, avec llrvl f906/081, consciemment dans la tradttton de Syh,'ester
et Polncare, bien que s€s lnformaUons sur Sylvester ne soient apparernment
bas€es que sur les lndications tndlrectes des Noutelles Annalet; il ne ctte pas

b rnelnotre am€rtcatn Isylvester f879l80l.
Plus genera.lement et plus geometrlquement que ses prCdec€sseurs, tl com-

mence par la deffniuon ll€vt 1906/08,752t1selon laquelle

'un punto razionale o un gruppo lon dirait aujourd,hri ..ensemblel razto-
nale di punti dt una cubtca a co€fficienti razional e dedotto ra.?ionalmente
dai punU radonalt A r, A2,..., A, q]uarrdo e udvoca[rente determtnato me-
diante lntersezlor della cublca con curve a coefficlenu raztonalt, comple-
tamente defintti dal punll Ar142,...J Ar e dai r€lort (razionalt) dl un certo
gruppo dl co€fffcienti che !'i compaiono come pararnetri; per assegna.re
questt parametrt costrtngeremo generalmente la curva a passare per a.l-

trettantl puntt razionalt fissau arbltrartmente sul piano.-

Mals ll montre aussitOt, en faisant lntervenir les paramebes anal]rflques, que
cette notlon o priori plus gCn€rale de la deducuon rauonnelle de pottts sur
une cublque, se ramene a I'appllcauon lt€r6e de la methode des tangentes et
secartes.

En corrigeant la notllon de rang co[une nous l'avons 1'u, I€!'i s'approche de
ce que nous appelons aujourdhul le rarg 0ibre) du groupe ab€lien des polnts
rauonnels.22 Toutefots, il tgnore les problCmes de la torston : un groupe d'ordre
6, par exemple, admet cornm€ ensemble de g€nCrateurs tndCpendants - 

-rali

che nusuno di essi possa tLeiLursi razionalmente da altri ll-evt 1906/08, Z58l-
solt un Cl€ment d'ordre 6, sott deux, d'ordres 2 et 3 respecuvement: t€ rang

2r Il n'est donc ps 6tonnant que Poinca.6 ne d6monrre pm l,invariance birationnell€ du rang,
.omme remarque Scriba [Scriba rs84.36].
" lLevi 1 906 /08, 758 f, en part ic ul ier la premiire formul€ p. 7591. Noter pouft ant qu,it considAre
roures les courb€s dam une clse d.equivat"nee birarionnelle i Is foi6.
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de IJvl n'est pas bten defld en gen6ral. Cette bavure peut surprendre23 dans lia

mesure otr ce que nous appelons la torston dans le groupe des polnts rationnels,
est le sujet principal de I'artlcle ll€vt 1906/081. Mais il ne faut pas oublier que
Levl est surtout un g6om6tre, dans la tradiuon ltaltenne, et il voit ce que nous
traltons prosaiquement co[une les Clements d'ordre nnj d'ut groupe, mmme des
configuratlons ffnies de points sur une cubtque2a qul sont ferm€es par rapport
aux tangentes et s6cantes.25

Ctst avec ce langage g€ometrtque que lf!'t se lance dans I'explorauon
sjrst&nauque de ce que nous app€lons les sous-groupes de torsion qu'on peut
rencontrer dans les groupes des potnts rauonnels de murbes ellipuques sur e.
Nous savons, bten snr, qu'il n'y a que b-Es peu de possiblutCs lMazur l97g, Thm
2l : les groupes cycltques dbrdre 1,2, ..., l},l2, et les groupes isomorphes a
Z/27 xl /2v7, pour / : 1, ,..,4. Il est tmpresstonnant de voir lf!,i se rapprocher
de cette llste mmplCte par des analjrses d6tatllC€s des conffgurations ffnies sur
les cublques raUonnelles.

Plus preclsdment, I-€vi discute essenttellement les conngurauons engendr€es
par un polnt dbrdre t dans le groupe des potnts rauonnels. (Ses normallsauons
sont pourtant differentes: I part systemaUquement d'un potnt de parametre
ellipuque de Ia forme #, oi (, est une pertode i roir tl€d f9O6/08, lotl, ahsl
que ll€vt 1906,/08, 676-6801.) Ceci revtent plus ou rDlns a tratter I'edstence
d'un sous-groupe cycltque d'ordre , du groupe des potnts rauonnels.

Comrnengant par le cas t: 2/, tl trouve que de telles conffgurauons etdstent
sur certalnes cublques rationnelles, pour y = I, 2,3. Mals qu'll ny en a pas pour
/ : 4. I€r't dCmontre I'ImpossibtlitC du cas , = 16 - qui irnplique I'trnposstbtlitC

23 G6rd*l.ment, le travail de Levi me *mbie ssez ffabte. Voir les quelques remarques l;,-
dessus au cours de ma discusion de L€vi. En pa.ticutier, je n,ai trouv€ nr_rlte part, ni dam
llevi 1s06/081, ni.dans [Levi reoe], la faure, conc.""-t ta rorm. 

""rmale 
d,une c;biqu€ ayant

un point rationnel, dont Ca.i*ls sccuse L€vi lcassels 19s6, JJ] ; Chaque fois qu€ Le;i u;ilise
l'6quation dont Cassels remarque qu,elle n esr pas valabte en gdn6ral, ii impose soigneusement
une condition suppl6mentair€. La formutar,ion maticieuse de Ca.cs€ts, "Levi-. appeis to claim
...'. donne d ailleuE I'impFsion t.ompeus€ que les travaux d" Levi sonr ."aige" a" t sonembrouillee. Toucefo;s, je n'ai p&3 vdri66 rous les d6taits des demonsr.rat ions ;e Levi cit€6
plus loin.
2a^ 

lS fcumi;2"; a,tgftrcenti et cotufswoalon; pousonali (,enpr,cj ou mrsrt llevi ls06 /08,rorffl..Quand it abordc le cas que nous ddcrivons comme zj2z; zlJZ, il pren;, bi., srr, un
seul B6na.areur comme base llevi 1906/08, a20li cl llavi 1906/0d.681]
'" Sylvesrer avait d6jA souli8n6 ! plusi€urs endroirs l'6ventuati16 que la m6thode des tangente
el. s€cantes revienne sur elle mame apris un nombre fini d.operaiions, en parrant dp certains
po'nrs rarronnels : lsytvesrer 1879/80 : 3r4 (1), 340 (*.,, 3sl, 354].
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d'une courbe elllpUque sur Q avec un point raUonnel d'ordre 16 - en d€dulsant
d'abord une equatlon d'une courbe pararnetdsant les cublques admettant une
telle configurauon. Autrement dit, il d6duit ce que nous reconna-issons collune
un modele de la courbe modulajre Xr(16) :

lv'? =l a = (.2 + t)("- 1)(.3 -c2 -3c- l)

Ilell f906/08, 1131, 4 [Washington 1990, dernier 0]. Ensuite il montre pa.r une
descente lnfinie Jlrvt f906/08, 113-1151 qu'tl n'y a pas de point ratlonnel sur
cette "courbe modulatre" correspondant a une cubique non dCgCnCrCe admettant
une conffguration de potnts avec t : 16.26

Pour les peutes valeurs lmpalres de t, I€!'i trouve des equations parametd-

sant les farniles (?rcio-) des cubiques ayant un potnt rat-lonnel d'ordre l.
Mais dans le cas t : 11, il n'arrlve pas a conclure lf€d f906/08, 417ff1. Plus
precls€ment. il Ccrlt I'CquaUon de la cubique parametrisant les cubiques aFnt
un point rauonnel d'ordre 11, i. e., ll 6crit un modCle de la courbe que nous ap-
pelons aujourd'hul X1(11), U€vi 1906,/08, no (7), p. 4l8l; et repere la-dessus
les cinq polrts ratlonnels que nous reconnatssons co[une €tant les potntes de

cette courbe modulaire.2T Mais iln'arrive pas a dCmontrer que ce sont les seuls
points ratlonnels.

Finalement, en traltant les 'conffgurauons polygonales rnlxtes' - qul corres-
pondent aux sous-grou pes de la forme Z / 2'Z xZ /ttZ -, lE rl d€montre I'tnposs!
bilite sur Q du cas z = 1, lf : 7 et conlecture la meme chos€ pout u : 1, t' ) 7.

Si / : 2, ll montre que ti : 3 est posslble, rnals ,r : 5 ne I'est pas. Il se resigne

a ne pas aborder le cas , : 3 : "questa recerca presenta notevoli difncollA a-rith-

meuche e not I'abbandtamo per ora- lL€!1 f906/08, 4341.

Vu les rCsultats consid€rables de l€r'1, I'artlcle de Hunvitz lHutu'itz 1917], qul
aborde essentiellement les memes probEmes, merite e pehe d'etre ment-lonn6.

26 R. S"lroof 
" ".-""qu6 dans cet a.Sument des lacunes que L. Washington m'a obligeamment

communiqu6es : Levi a tendance n oublier des pos'brlit6s de signes vari6 dans les identites
quadratiqu€s. Ainsi, on pourrait aussi avoir -q et -r, au iieu de q, 12 dans [Levi 1906/08,
r14, l. - 101, pourtant ceci ne ferait qu'<hange. 16 .6les de p, q dans les equations qui suivent.
De m.me, les ornisrons analosues ll,evi 1906/08, ll3, no (8)l et ll,evi 1906/08, 115, 1.5] sont
facilemenr combl&s.
27 Je doi. ; n. S.hoof I'observation que l'dquation de Levi donne en fait un modile de X1(11).
(C'est mame ce qu'on appetle aujou.d'hui un modlle minimal sur Z.) Levi isnore, bien str,
le contexte analytique d6 courbes modulaires qu'il 6tudie. Mais il replre les "pointe" comme
6iant les points .ationnels co..6pondant ;! des cubiques d6g6n6r6es.

DEVELOPPEMENT DE LA LOI DE GROUPE SUR UNE CUBIQUE

Hurwitz explique JHutwltz L9l7, 446, rjrote 2l qu'[ a eu connatsisiance des notes

de Levi seulement aprCs h redaction de son arucle, Conttairement a lfvi tl
ne dCmontre aucun theoreme excluant I'sdstence de cubiques ayant certalnes
structures ndes de points rauonnels. Et ses resultats et demonstrat_ions ne

surpass€nt en rien ceux de Irvl - excepuon falte peut-etre de I'Ccdture lucide
de la forme gen€rale des \ollstAttdigen cruppen" (finis) de pohts rauonnels

IHurwltz 1917, 45i1, et Ia facilttC avec laquelle Hurwltz travaille sur des corps
de nombres, par €xemple IHurMtz 1917, 458ffl.

Toutefois, c'est I'exlrose tres clat de HurMtz qui servit comrne potnt d'appui
au travail de M.I. Logsdon, [rgsdon 19251 - "une mathernaticienne de Chtca-
go-28 dont le passage e Rome tit connaitre d Andr6 lveil le memotre de Mordell

lMordel 19221.

6. Dc Mordcll i wcll

l€ th6oreme de nnttude demontr6 dans lMordell f922] s'expdme tres blen sans
rCference a la nouon de groupe ab€lien : 'l shall now prove that fan ... equauon
.. lofgenus one hasl an lnfinlte number ofsoluuons, then the method of tnflnlte
descent applies, that is to say, all the soluuons can be express€d rauonally tn
teqns ofa 6nlte number by means of the classic method," i.e., par la methode
des tangentes et s€cantes. IMordell 1922, 1O8l

Mordell ne montre pas clatrement sl oul ou non dispose de la nouon de
groupe ab€[en dans ce contexte. D'autre parl la presentauon de la demonstra-
Uon par Andr6 Wetl dans le pe8t'dlgest' Weil It929ll est parfattement moderne. Il
nous semble donc que la not-ion du groupe abelen a €te d€ffnitivement introduite
dans Ia th6orie des points rauonnels sur les cubiques (courb€s ellipuques)
seulement vers le r teu des ann€es 1920. Weil €tait peut-Ctre le prelrder auteur
qul en falsalt un usage systenatique.

Nous ne discutons pas en d€tail I'arucle fondamental mals assez particulier
de Mordell. Pour une analyse IntCressante de I'atrangement de la demonstrauon
de Mordell, ooir lcassels 19861. De meme nous passons sous silence la these
de We et les travaux ultedeurs sur les courbes de genre superieur, r€sp, leurs
rartCt€s Jacobiennes.

La dCmonstrauon du th€orome de Mordell (alnsi que de sa g€neraltsadon aux

28 voi, pw";r [1el7d, 11928]., i2ll.
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varidtes abeliennes sur les corps de nombres par weil) se coupe naturellement
en der:x parties. D'abord on Etabllt le'th€ordme de Mordell(-weil) faible'. Dans
la formulatton actuelle, celul-ct dit que le gyoupe quofient C@)12.C@) -plus g6n6ralement C(Q)/n.C(q), pour tout n t 1 - est un groupe ffnr.
c'est un 6nonc6 un peu lourd d. exprimer en termes de la seule m€thode des
tangentes et secantes, Ensuite il faut mesurer le comportement de La'taille'des
points railonnels quand on leur applique la m6thode de la tangente - plus
generalement, la mulilplicauon par n. c'est auJourd'hul le d€but de la'th6orle
des hauteurs'.2e

concluons ce rapport - sans doute preltminaire - sur la m€thode des tan-
gentes et sCcantes par une r€llodon g€n6rale. Ie thdor€me de Mordell marqu€,
par sa g6n6ralit6, un point tournant dans I'hlstoire de ce dornaine des math€ma-
tiques : c'est un €nonc€ fondamental qui vaut pour toutes les courbes elliptiques
sur Q. TradiUonnellement, I'analyse dlophantienne se prailquait par bribes :

6quation par equauon, descente par descente. c'est porncarC qur a €nong€ le
pro€rarnme pour sortlr de cette tndustrte d€seuwee, et entame l'6tude systerna-
tique de I'arithmduque des courbes alg6brlques. ce n'€tait pas la technique de
d€monstration qui rnanqualt aux pr€ddcesseurs de Mordell, c'€tait I'esprit th6o-
rlque qul farsart d6faut dans une branche mattr6mattque qut allait 6. la d6rlve,
avant son renouement avec le developpement de la g€ometrie alg€brique.

Le monde avec lenteur, arrive d la vertu.

F]r. Ancillon
Consiil. sur la philos. ile l'h.ist., Paris 1796

Manuscrit regu le 20 ddcembre 1989

corrige le 16 mai 1990

29 No,r" reconnaissons aujourd'hui dc ddbuts de la notion de hauteur dans les d6monstrations
pa.r.descente infinie : c/. notre remarque (note 4 plus haut) sur la fagon dont Fermat mesure la
taille des triangles-rectangles dans sa d6monstration mentionn6e au $i. Le mot "H,iihe" apparait
dans ce contexte dans [Hurwitz 1912, 459].
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The structure of the minus class gfoups of abelian number fields
RenC SCHOOF.

AbStract. It is slown rhar eometim€s one can reail ofl the struclure of the hjnus clds aroups or

ab€li.n nunb€r fields Irom.erraitr Sricketberg€r el.men.si the qu.srion is rais.d whether one c,n
alwdys determine the 3ir!crure of th€s€ clss groups f.om Srickelberg€. etement!, Some trumerical

and tl€oretical evidence lor .n .ffirmrrive rn3yer is pr6ent€d.

l. - IltroductloD
Ideal class groups of cyclotordc or abelian number nelds have been a subject

of study fcr a long time [5.141. The problem naturally fals apart In two. The
class groups of real abellan number ffeld are stll relaUvely poorly understood.
But about the other parts, the mlnus parts of the class groups of tnagnarjr
abeltan number nelds, much more ls Isrow!. For an tnaglrtary abe[an number
ffeld 1{ the rdnus class Eiroup Cl; of I{ is denned to be Cly /im(Cl.y1) where
ff+ rs the maxrrnal reat subffeld ofK. The anabtc class number formula gives
an expresslon for th€ cardinalty of Cl; tn terms of certaln generaltzed Bernoulu
numbers whlch are defined tn terms of the Calois group Gal(O'b/e). Thts
iormula ls quite pracucal and can be us€d to compute the cardtnalittes of mlnus
class groups of abeltan Relds of small conductor, see [7,12,161. More prectse
results were recenuy obtahed by B, Mazur and A. trvlles I9l. They took the
acuon of th€ Galois group G"I(Q/A) ,nto account. Th€y obtatned formutas for
t]'e cardtnaltties of certaln elgenspaces for $ s acuon. Apart from their results
there does not appear to be a general way to descrtbe the structure ofthe minus
class groups as abelian groups in strn ar terrDs. For lnstance, tn the case of a
complex quadradc fleld I(, there does not seem to be a way to tell, ln terrDs of


