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Algebre linéaire

Chapitre VI : Diagonalisation
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Dans la suite K désigne R ou C et E est un K-espace vectoriel de dimension finie n
non nulle.

1 Définitions
Définition.

(i) Soit f un endomorphisme de E. On dit que f est diagonalisable sur K s’il existe une
base B de E telle que la matrice associée Matg g(f) de f soit diagonale.

(ii) Soit A € M,(K). On dit que A est diagonalisable sur K s’il existe une matrice
inversible P € M, (K) telle que P~ AP soit diagonale.

Exemple. Toute matrice diagonale est diagonalisable.
1.1 Proposition. Soit f € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f diagonalisable sur K ;
(i) il existe une base B de E telle que Matp g(f) soit diagonalisable sur K ;
(iit) pour toute base B’ de E, Matp g(f) est diagonalisable sur K.

Démonstration.

(i) = (ii). Evident.

(i) == (iii). Soit B une telle base de E et soit B’ une autre base de E. Comme
Matg g(f) est diagonalisable sur K, il existe P € GL,(K) tel que P~Matp 5(f)P soit
diagonale. Posons @@ = Matg g P. On a alors Q € GL,(K) et Q‘lMatB/ﬁ/(f)Q diagonale.

(i) = (i). Soit B’ une base de E. Comme Matg s/(f) est diagonalisable sur K, il
existe P € GL,(K) tel que P~'Matg s (f)P soit diagonale. Notons B la base de E telle



que Matp g = P. On a alors Matg g(f) diagonale. O

Exemples.
1. Soit hy I’homothétie de R? de rapport A, i.e. hy(u) = Au, u € R2. Si B désigne la
base canonique de R?, on a Matp g(hy) = M2 qui est diagonale.

2. Soit p la projection de R? sur la droite d’équation y = x parallelement & la droite
d’équation * = 0. On a vu que dans la base B’ = ((1,1),(0,1)) de R? on a

Matp p(p) = <(1) (1)> qui est diagonale. Donc p est diagonalisable sur R.

3. Soit s la symétrie de R? par rapport & la droite d’équation y = x parallelement  la
droite d’équation x = 0. On a vu que dans la base B’ = ((1,1),(0,1)) de R, on a

Matp p(p) = <(1) _01> qui est diagonale. Donc s est diagonalisable sur R.

4. Plus générlaesment, on peut voir que toute projection ou symétrie de E est diagona-
lisable sur K.

2  Eléments propres

2.1 Définition
Définition. Soit f € L(E). On dit que
(i) un vecteur u de E est un vecteur propre de f sur K si u # O et il existe A € K tel
que f(u) = Au;
(ii) un scalaire A € K est une valeur propre de f sur K s'il existe un vecteur u € E non
nul tel que f(u) = Au.
Si u et A sont comme ci-dessus, on dit que u est un vecteur propre de f pour la valeur
propre .
Définition. Soit A € M,,(K). On dit que

(i) U € My, 1(K) est un vecteur propre de A sur K si U # 0, et il existe A € K tel que
A-U=\U;
(ii) A € K est une valeur propre de A sur K s’il existe U € M, 1(K) non nul tel que
A-U=\U.
Si U et A sont comme ci-dessus, on dit que U est un vecteur propre de A pour la valeur
propre .

A Contrairement a un vecteur propre, une valeur propre peut étre nulle. De plus,
il est possible qu'un endomorphisme (une matrice carrée) n’est pas de valeur propre dans
K. Il est aussi possible qu'un endomorphisme ne soit tout simplement pas diagonalisable.

Dans la suite, nous énoncerons des résultats pour les endomorphismes de E qui peuvent
étre facilement adaptés aux matrices carrées.

Notation. L’ensemble des valeurs propres sur K d’un endomorphisme f de E est noté
speck(f)-



2.2 Propriétés
2.1 Proposition. Soit f € L(E). On a
0 wvaleur propre de f <= Ker(f) # {0g}.

Démonstration. Exercice. O

Exemples.

1. Les vecteurs (1,1) et (0,1) sont des vecteurs propres pour la projection p pour les
valeurs propres 1 et 0 resp.

2. Les vecteurs (1,1) et (0,1) sont des vecteurs propres pour la symétrie s pour les
valeurs propres 1 et —1 resp.

Définition. Soient f e L(F) et A € K. Supposons que A soit une valeur propre de f. On

pose alors
Ey:={ueE: f(u) = Au}

appelé sous-espace propre de f pour la valeur propre A.

2.2 Proposition. Soit f € L(E). Si A € K est une valeur propre de f, alors Ey est un
sous-espace propre non nul. En fait E\ = Ker (f — Mdg).
De plus les sous-espaces propres sont en somme directe deur o deu.

Démonstration. Exercice. |

2.3 Théoréeme. Soit f € L(E). On a

f diagonalisable sur K
<= il existe une base de E formée de vecteurs propres de f sur K.

Démonstration. Implication directe. Supposons f diagonalisable. Alors il existe B base de
E telle que Matg g(f) soit diagonale, i.e. les vecteurs de la famille B sont des vecteurs
propres de f.

Implication réciproque. Supposons qu’il existe une base B de E formée de vecteurs
propres de f. Alors Matp g(f) est diagonale, i.e. f diagonalisable. O

2.4 Corollaire. Soit f € L(E). On a

f diagonalisable sur K
= E = @rpuents B

Exemple. Soit ry la rotation de R? centrée en 0 d’angle 6 et soit (z,7) € R%. On a
ro(x,y) = (rcost —ysinh, rsinf + ycosh).

Si (z,y) est un vecteur propre de ry, il existe A € R tel que (z,y) soit solution de

A —cosf sin 0 0
—sinf  A—cosf |0



Supposons 6 # 0 [7]. On peut alors diviser la deuxiéme ligne par sin @ et ajouter (A—cos6)
fois cette nouvelle deuxieme ligne a la premiere. On obtient

0 sin? O+ (A\—cos0)? 0
0

sin 6
Comme 6 # 0 [r], sin?0 + (A — cosf)? > 0. Ce systéme linéaire est dans ce cas de rang 2 et
n’a que (0,0) comme solution. La rotation 7y n’a donc pas de vecteur propre si 6 % 0 [7],
i.e. rg non diagonalisable.

Si § = 0[r]. Dans ce cas, si B est la base canonique de R?, Matg 5(ry) est diagonale,
i.e. 7y est diagonalisable et B est une base de R? formée de vecteurs propres de rg. Plus
précisément, si § = 0[27], rg a pour unique valeur propre 1 et si § = 7 [27], 79 a pour
unique valeur propre —1.

Exemple. Projection dans R?. Prenons p la projection de R? sur F' = vect((1, 1,0, (0,1, 1))
parallelement & G = vect((0,0,1)). Alors p est diagonalisable sur R, a pour valeurs propres
let0avec By = F et By =G.

3 Polynéme caractéristique d’un endomorphisme ou d’une
matrice carrée

3.1 Calcul des valeurs propres

3.1 Proposition. Soit f e L(E). On a
A est une valeur propre de f <=  E)\ =Ker(f — Midg) # {0g}.

Démonstration. Bvident |

3.2 Corollaire. Soient f € L(E) et B une base de E. On a
A est une valeur propre de f <= det(Matgg(f — Midg)) = 0.
Remarque. Pour A € M, (K),
A est une valeur propre de A <= det(A — AI,,) = 0.

Définition. Soit f € L(E) (resp. A € M, (K)) et B une base de E. Le polynoéme ca-
ractéristique x ¢ de f (reps. x4 de A) est défini par

X¢(X) := det(Matg g(f — Xidg)) (resp. x4 = det(A — X1,)).
Remarque. chiy ne dépend pas de la base B choisie.
3.3 Théoréme. Soit f € L(E). On a
A est une valeur propre de f <= X est racine de x;.

Idem pour les matrices carrées.



Exemples.

(1) f e L(R3) tel que sa matrice associée dans la base canonique de R? est

1 2
A=|-1 4
0 0

w O O

On a x¢(X) = (3— X)%*(2 — X). Les valeurs propres de f sont donc 2 et 3.

(2) Reprenons I'exemple de la rotation rg. On a Xy, (X) = (X — cosf)? +sin?6 > 0 qui
s’annule seulement si § = 0 [7]. Dans ce cas la valeur propre est 1 si § = 0[27] et —1
si 0 =7 [27].

3.2 Détermination des sous-espaces propres

Soit f € L(E). Supposons que f possede une valeur propre A € K. Rappelons que le
sous-espace propre de f pour la valeur propre A est donné par

Ey\ = Ker (f — Midg).
Déterminer F) revient a résoudre le systeme linéaire homogene

(Mat[g’lg(f — )\idE) ‘ 0) ,

ou B est une base de F.
Notons A la matrice Matg g(f). Soit B’ la réunion des bases des différents sous-espaces
propres de f. Comme ces derniers sont en somme directe, cette famille est libre. On a

f diagonalisable <= B’ est une base de E.

Dans ce cas, si on pose
P = Matg g,

alors P est inversible et c’est la matrice de passage de la base B’ de E & la base B de E.
Posons de plus
D = Matp g/ (f).

Comme B’ est une base de E formée de vecteurs propres de f, cette matrice est diagonale
et ses coefficients diagonaux sont constitués des valeurs propres de f. D’apres la formule
de changement de base, on obtient alors la formule

A=PDP

Exemple. Reprenons l'exemple de 'endomorphisme f dont la matrice associée dans la
base canonique de R3 est la matrice A ci-dessus.
Base de Es. On a (x,y, 2) € Es ssi (x,y, z) est solution de

-1
-1

S NN

0
0
1

o O O

0



On obtient donc Ey = vect((2,1,0)).
Base de E3. On a (x,y, 2z) € Es ssi (x,y, z) est solution de

-2 20
-1 1 0
0 00

o O o

On obtient donc E3 = vect((1,1,0),(0,0,1)).
Si on pose

P=|1
0

O =
_= O

on obtient

PlAP =

o O
o W
w O

4 Une application : calcul des puissances d’une matrice
carrée

4.1 Proposition. Soit A € M, (K). Supposons que A est diagonalisable sur K et soient
PeGL,(K) et D e M,(K) tels que

A=pPDP L

Alors, pour tout n € N,
A" = pp"pP~L,

Démonstration. Exercice. |

Exemple. Reprenons la matrice A de 'exemple ci-dessus. Alors, pour tout n € N,

2 1 0\ /2" 0 0 1 =10 ontl _gn  _on+l 4 9 3n
A=prPD"P~'=(1 1 0]l0 3" 0 -1 2 0= 2n—=3» —92n 423"
0 0 1 0 0 3 0 0 1 0 0
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