
Représentations des groupes compacts

25 septembre 2019

Vous avez déjà vu en M1 la théorie des représentations des groupes finis.
Dans ce chapitre, nous allons généraliser aux groupes compacts certains des
résultats obtenus pour les groupes finis. Il nous faut commencer par définir
les groupes topologiques, et une bonne notion de représentation pour de tels
groupes.
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1 Groupes topologiques et représentations

1.1 Généralités

Un groupe topologique G est à la fois un groupe et un espace topologique
séparé, où l’on exige que ces deux structures soient compatibles, c’est à dire
que les applications

m : GˆGÑ G, pg, hq ÞÑ gh

et
ι : GÑ G, g ÞÑ g´1

soient continues.
Une représentation d’un groupe topologique G dans un espace vectoriel

topologique V est la donnée d’un morphisme

π : GÑ GLpV q

tel que l’application

Gˆ V Ñ V, pg, vq ÞÑ πpgqv

soit continue. On note alors par le couple pπ, V q cette représentation de G.
Si V est un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire ă ¨, ¨ ą inva-

riant, i.e., tel que

ă πpgqv, πpgqw ą“ă v, w ą, g P G, v, w P V,

on dit que la représentation pπ, V q est unitaire.
Lorsque l’espace de représentation V est de dimension finie, on le suppose

toujours muni de la topologie transcendante.

Exemples 1.1. – G “ SOpnq, V “ polynômes à n variables à coefficients
complexes homogènes de degré N et

pπpgqP qpxq “ P pg´1xq .

Munissons V du produit hermitien

pP,Qq “

ż

Sn´1

P pxqQpxq dx .
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Alors pπ, V q est une représentation unitaire.
– G “ SLp2,Rq, V “ L2pR2q et

pπpgqfqpxq :“ fpg´1xq .

Avec le produit hermitien usuel sur V , pπ, V q est une représentation unitaire.

Une sous-représentation de pπ, V q est un sous-espace fermé W de V
invariant (ou stable) sous l’action de G, i.e., tel que

πpgqw P W, g P G,w P W .

Une représentation pπ, V q est dite irréductible si elle n’admet aucune
autre sous-représentation qu’elle-même et t0u.

Soient pπ1, V1q et pπ2, V2q deux représentations d’un groupe topologique
G. Un opérateur d’entrelacement entre ces représentations est une appli-
cation linéaire continue T : V1 Ñ V2 telle que

T pπ1pgqv1q “ π2pgqT pv1q, g P G, v1 P V1 .

On note HomGpV1, v2q ou HomGpπ1, π2q l’ensemble des opérateurs d’entrela-
cement entre pπ1, V1q et pπ2, V2q.

On dit alors que deux représentations pπ1, V1q et pπ2, V2q sont iso-
morphes ou équivalentes s’il existe T P HomGpV1, V2q bijectif entre ces
deux représentations tel que T´1 P HomGpV2, V1q.

Si pπ1, V1q et pπ2, V2q sont unitaires, on dit qu’elle sont unitairement
équivalentes si elles sont équivalentes via un opérateur d’entrelacement uni-
taire.

Lemme 1.1. (i) Soient pπ, V q et pτ,W q deux représentations d’un groupe
topologique G et T : V : V Ñ W un opérateur d’entrelacement. Alors
son noyau kerT est un sous-espace fermé de V invariant par π et son
image imT est un sous-espace de W invariant par τ .

(ii) Soit pπ, V q une représentation d’un groupe topologique G et T un
opérateur d’entrelacement de pπ, V q avec elle-même. Alors tout sous-
espace propre de T est fermé et invariant par π.

Démonstration. (i) Si v P kerT , alors, pour tout g P G,

T pπpgqvq “ τpgqT pvq “ 0,
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donc πpgqv P kerT . Si w P imT , il existe v P V tel que T pvq “ w et, pour
tout g P G,

τpgqw “ τpgqT pvq “ T pπpgqvq,

donc τpgqw P imT .
(ii) Soit λ une valeur propre de T et Vλ le sous-espace propre correspon-

dant. Alors, pour tout g P G, pour tout v P Vλ,

T pρpgqvq “ ρpgqT pvq “ λρpgqv,

et donc ρpgqv P Vλ.
Le fait que tous ces sous-espaces soient fermés découlent des hypothèses

sur T .

Théorème 1.2. Soit pπ, V q une représentation unitaire d’un groupe topolo-
gique G dans un espace de Hilbert V . Soit W un sous-espace invariant fermé
de V . Alors l’orthogonal WK de W dans V est stable sous l’action de G et la
représentation pπ, V q se décompose en somme directe de sous-représentations

V “ W ‘WK .

Démonstration. Remarquons qu’étant donné que W est fermé, il en est de
même pour WK. Comme la représentation est unitaire et V “ W ‘WK en
tant qu’espaces vectoriels, WK est stable sous l’action de G. Ceci fournit une
décomposition

V “ W ‘WK

en somme directe de sous-espaces invariants.

Proposition 1.3 (Lemme de Schur). Une représentation unitaire pπ, V q
d’un groupe topologique G sur un espace de Hilbert V est irréductible si et
seulement si HomGpV, V q “ CIdV .

Démonstration. Si V est réductible et W est sous-espace fermé non trivial
de V invariant par π, alors, d’après le théorème précédent, la projection
orthogonale sur W est un opérateur d’entrelacement qui n’est pas multiple
scalaire de l’identité.

Réciproquement, soit T un opérateur d’entrelacement pour pπ, V q qui
n’est pas multiple de l’identité. Comme π est unitaire, tT est aussi un
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opérateur d’entrelacement pour π. Il en va de même pour A “ 1
2
pT ` tT q

et B “ 1
2i
pT ´ tT q. Comme T “ A ` iB, A ou B n’est pas multiple scalaire

de l’identité de V . Prenons A par exemple. Le théorème spectral, appliqué
à A, donne alors au moins une projection orthogonale P , non multiple sca-
laire de l’identité, qui s’écrit comme un polynôme en A, et donc en particulier
est un opérateur d’entrelacement. Dans ce cas, pπ, V q est réductible.

Il n’est pas vraiment possible d’en dire plus à ce niveau de généralité. En
particulier, il n’est pas vrai :

– qu’une représentation irréductible soit toujours de dimension finie.

– qu’une représentation (même de dimension finie) soit toujours unitaire.

– qu’une représentation de dimension finie soit toujours complètement
réductible.

1.2 Somme (directe)

Soient pπ1, V1q et pπ2, V2q deux représentations des groupes topologiques G1

et G2 respectivement. L’espace vectoriel V1 ˆ V2 muni des deux projecteurs
canoniques (continus)

p1 : V1 ˆ V2 Ñ V1, p2 : V1 ˆ V2 Ñ V2

est le produit des espaces vectoriels V1 et V2. La notion de somme directe
est légèrement différente. La somme directe de V1 et V2 est aussi le produit
V1 ˆ V2 mais muni des deux injections canoniques (continues)

i1 : V1 Ñ V1 ˆ V2, i2 : V2 Ñ V1 ˆ V2 .

On peut ainsi identifier V1 et V2 à des sous-espaces fermés de V1 ˆ V2, noter
V1 ‘ V2 plutôt que V1 ˆ V2 et écrire v1 ` v2 l’élément pv1, v2q de V1 ˆ V2.

On munit maintenant V1 ‘ V2 de la représentation π1 ‘ π2 de G1 ˆ G2

définie par :

pπ1‘π2qpg1, g2qpv1`v2q :“ π1pg1qv1`π2pg2qv2, g1 P G1, g2 P G2, v1 P V1, v2 P V2 .

Quand G1 “ G2 “ G, on peut restreindre cette représentation à la diagonale
G dans GˆG, et obtenir la somme directe (usuelle) de π1 et π2 :

pπ1 ‘ π2qpgqpv1 ` v2q :“ π1pgqv1 ` π2pgqv2, g P G, v1 P V1, v2 P V2 .
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On peut généraliser cette construction à un nombre fini de représentations
pπi, Viq de G. Nous verrons peut-être plus tard comment la généraliser à un
nombre infini de représentations.

La terminologie et la notation “additive” se justifient par le fait que pπ1‘
π2, V1 ‘ V2q est toujours isomorphe à pπ2 ‘ π1, V2 ‘ V1q et que

dim pV1 ‘ V2q “ dimV1 ` dimV2,

lorsque V1 et V2 sont de dimension finie. La représentation de G dans l’espace
nul t0u est un “élément neutre” pour cette somme. Mais remarquons qu’une
représentation pπ, V q non nulle n’admet pas “d’inverse”.

1.3 Produit tensoriel

Nous voudrions maintenant construire une opération analogue à un produit :

ppπ1, V1q, pπ2, V2qq ÞÑ pπ1 b π2, V1 b V2q,

ayant de bonnes propriétés de distributivité par rapport à la somme définie
précédemment, et vérifiant

dim pV1 b V2q “ dimV1 ¨ dimV2, (1.1)

lorsque V1 et V2 sont de dimension finie.

Définition 1.1. Soient V1 et V2 deux espaces vectoriels. Le produit tenso-
riel V1 b V2 est un espace vectoriel muni d’une application

ι : V1 ˆ V2 Ñ V1 b V2, pv1, v2q ÞÑ v1 b v2

vérifiant :

(i) ι est bilinéaire,

(ii) si peiqiPI est une base de V1 et si pfjqjPJ est une base de V2, alors

pei b fjqiPI,jPJ

est une base de V1 b V2.
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Remarque. Un tel espace existe et est déterminé à isomorphisme linéaire
près. La propriété (ii) entrâıne la formule (1.1). L’espace V1 b V2 vérifie la
propriété universelle suivante :

(ii’) soit φ : V1 ˆ V2 Ñ W une application bilinéaire quelconque. Alors il
existe une unique application linéaire

φ̃ : V1 b V2 Ñ W

telle que φ̃ ˝ ι “ φ.

La propriété (ii’) est équivalente à (ii).

Soient pπ1, V1q une représentation d’un groupe topologique G1 et pπ2, V2q
une représentation d’un groupe topologique G2. Supposons que l’un des Vi
est de dimension finie pour éviter des complications topologiques (en général,
il faudra prendre une certaine complétion).

On peut munir l’espace V1 b V2 d’une représentation notée π1 b π2 de
G1 ˆG2 définie par

pπ1bπ2qpg1, g2qpv1bv2q “ π1pg1qv1bπ2pg2qv2, g1 P G1, g2 P G2, v1 P V1, v2 P V2 .

Lorsque G1 “ G2 “ G, on obtient une représentation de dimension finie de
G, notée π1 b π2 définie par

pπ1 b π2qpgqpv1 b v2q “ π1pgqv1 b π2pgqv2, g P G, v1 P V1, v2 P V2 .

Remarquons que si π1 et π2 sont unitaires, il en va de même pour πb π2.

1.4 Représentation contragrédiente

Pour un espace vectoriel V , notons V ˚ son dual algébrique, i.e., l’espace des
formes linéaires sur V , et V 1 son dual topologique, i.e., l’espace des formes
linéaires continues sur V . On sait que

ev : V Ñ pV 1q1, v ÞÑ revpvq : λ P V 1 ÞÑ λpvqs

est une application linéaire inijective. Si V est de dimension finie, V 1 “ V ˚

et, par égalité des dimensions, cette application linéaire est un isomorphisme.
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Si pπ, V q est une représentation d’un groupe topologique G, on définit une
représentation π1 de G dans V 1, appelée représentation contragrédiente
de π, par la formule suivante :

pπ1pgqλqpvq “ λpπpgq´1vq, g P G, λ P V 1, v P V,

ou encore
πpgqλ :“ t

pπpgq´1qλ, g P G, λ P V 1 .

Remarquons que, lorsque V est de dimension finie et que pV 1q1 est identifié à
V par la remarque ci-dessus, on a ppπ1q1, pV 1q1q “ pπ, V q.

2 Mesure de Haar

Un espace topologique est dit localement compact si tout point admet
une base de voisinages compacts. Un groupe topologique est dit localement
compact (resp. compact) s’il est localement compact (resp. compact) en tant
qu’espace topologique.

Nous allons maintenant présenter quelques exemples de groupes locale-
ment compacts.. Tous ces groupes seront des sous-ensembles de RN pour
un N P N avec la topologie induite par la métrique usuelle, à savoir si
x “ px1, . . . , xNq et y “ py1, . . . , yNq, alors la distance dpx, yq est

dpx, yq :“

g

f

f

e

N
ÿ

i“1

pxi ´ yiq2

et G sera muni de la topologie comme sous-espace de RN . Noter qu’avec cette
topologie, un sous-ensemble X de RN est compact si et seulement si X est
un fermé borné par le théorème de Heine–Borel. De plus, tous les espaces et
groupes topologiques sont Hausdorff.

Exemple 2.1. Le groupe additif pRn,`q des nombres réels est un groupe
topologique localement compact. Il n’est pas compact parce que Rn n’est pas
borné.

Exemple 2.2. Le groupe général linéaire GLnpRq des matrices carrées
inversibles avec le produit matriciel est un groupe topologique localement
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compact. Ici GLnpRq est un ouvert de Rn2
parce que la fonction M ÞÑ detM

est continue et GLnpRq est l’image réciproque de d’un ouvert de R. La to-
pologie sur GLnpRq est alors celle de sous-espace de Rn2

. En effet, le produit
matriciel est donné par des fonctions polynômiales et prendre l’inverse est
donné par des fonctions rationnelles en utilisant la comatrice, et dans ces
deux cas, ces fonctions sont continues. Ceci montre que GLnpRq est un groupe
topologique. Il est évident que GLnpRq est localement compact. Cependant
GLnpRq n’est pas compact. En effet,

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 0 1 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P GLnpRq pour tout a P R˚

montre que GLnpRq n’est pas borné.

Exemple 2.3. Le groupe spécial unitaire SUpnq :“ tM P MatnˆnpCq |
tMM “ In et detM “ 1u avec le produit matriciel est un groupe topologique.
De plus ce groupe est compact. En effet, si nous traduisons les conditions
tMM “ In et detM “ 1 en terme d’équations sur les coefficients de la
matrice M , nous obtenons que SUpnq est un sous-ensemble borné fermé de
Rp2nq2 . Si nous oublions la condition sur le déterminant, nous obtenons aussi
un groupe topologique compact, le groupe unitaire Upnq.

Exemple 2.4. Le groupe spécial orthogonal SOnpRq :“ tM P

MatnˆnpCq | tMM “ In et detM “ 1u avec le produit matriciel est un groupe
topologique. De plus ce groupe est compact. En effet, si nous traduisons les
conditions tMM “ In et detM “ 1 en terme d’équations sur les coefficients de
la matrice M , nous obtenons que SOnpRq est un sous-ensemble borné fermé
de Rn2

. Si nous oublions la condition sur le déterminant, nous obtenons aussi
un groupe topologique compact, le groupe orthogonal OnpRq.

Exemple 2.5. Soit G un groupe fini. Alors G est un groupe topologique
compact muni de la topologie discrète.

Dans la théorie des représentations des groupes finis, on fait usage de la
mesure de comptage normalisée, et de ses propriétés d’invariance à gauche
et à droite. Rappelons cela brièvement.
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Soit G un groupe fini. On peut le munir de sa mesure de comptage
normalisée µG. Plus explicitement, pour toute fonction f sur G,

ż

G

fpgq dµGpgq :“
1

|G|

ÿ

gPG

fpgq .

La propriété fondamentale de cette mesure est que quels que soient x, y P G,
ż

G

plpxqrpyqfqpgq dµGpgq “

ż

G

fpgq dµGpgq,

i.e., la mesure µG est invariante par translation à gauche et à droite.

Définisons l’analogue pour un groupe topologique localement compact
quelconque.

Rappelons qu’une mesure de Radon λ sur un espace topologique lo-
calement compact X est une forme linéaire continue sur CcpX,Rq, positive
(i.e., si f ě 0, λpfq ě 0). Un théorème d’analyse nous dit qu’une telle forme
linéaire est donnée par intégration par rapport à une mesure borélienne µ :

λpfq “

ż

X

f dµ

possédant certaines propriétés (localement finie et régulière intérieurement).

Définition 2.1. Soit G un groupe topologique localement compact. Une
mesure de Radon µG sur G est dite mesure de Haar à gauche (resp. à
droite) sur G, si pour toute fonction intégrable f de G à valeurs dans C, et
pour tout t P G,

ż

G

Lptqfpgq dµGpgq “

ż

G

fpgq dµGpgq

(resp.
ż

G

Rptqfpgq dµGpgq “

ż

G

fpgq dµGpgqq .

Nous admettrons le théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit G un groupe localement compact. Alors il existe une
mesure de Haar à gauche µG sur G. Une telle mesure est unique à un facteur
scalaire réel strictement positif près.
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On peut lire la démonstration dans Bourbaki, Intégration, chapitre VII.
Dans le cas des groupes compacts, on peut trouver dans [1, p. 7] une
démonstration de ce résultat basée sur le théorème d’Ascoli et le théorème
du point fixe de Kakutani.

Exemple 2.6. Pour le groupe additif pRn,`q, la mesure de Lesbegue est la
mesure de Haar. On a

µpfq “

ż

Rn
fpx1, x2, . . . , xnq dx1dx2 ¨ ¨ ¨ dxn .

Cette intégrale existe pour toute fonction f mesurable. Il est facile de vérifier
que µ est une mesure de Radon non nulle. L’invariance à gauche s’obtient en
considérant le Jacobien du changement de coordonnées.

Exemple 2.7. Pour le groupe général linéaire GLnpRq, la mesure de Haar
est de la forme

dµpXq “
1

|detX|n
dX, où X “ pxijqi,j“1,...,n et dX “

n
ź

i,j“1

dxij .

Ici GLnpRq est un sous-ensemble ouvert de Rn2
et dX est la restriction à

GLnpRq de la mesure de Lebesgue de Rn2
. Il est clair que µ est une mesure

de Radon non nulle. Il suffit de vérifier que µ est invariant à gauche. Pour
M P GLnpRq, nous avons

ż

GLnpRq
fpM´1Xq dµpXq “

ż

GLnpRq
fpM´1Xq

1

|detX|n
dX

“

ż

GLnpRq
fpY q

|detM |n

|detMY |n
dY,

en considérant les nouvelles coordonnées

Y “ pyijqj,j “M´1X et dY “
n
ź

i,j“1

dyij .

Alors la matrice jacobienne de ce changement de coordonnées est
¨

˚

˚

˚

˝

M 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 M ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ M

˛

‹

‹

‹

‚
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et nous obtenons bien l’égalité ci-dessus entre intégrales. Après simplication,
cette égalité devient

ż

GLnpRq
fpM´1Xq

1

|detX|n
dX “

ż

GLnpRq
fpY q

1

|detY |n
dY .

Exemple 2.8. Pour le groupe spécial orthogonal SO3pRq, nous pouvons
premièrement noter que la fonction continue

g : r0, 2πs ˆ r0, πs ˆ r0, 2πs Ñ SO3pRq, pθ, φ, θ1q ÞÑ Rpθq rRpφqRpθ1q,

avec

Rpθq “

¨

˝

cospθq ´ sinpθq 0
sinpθq cospθq 0

0 0 1

˛

‚ et rRpφq “

¨

˝

1 0 0
0 cospφq ´ sinpφq
0 sinpφq cospφq

˛

‚,

est surjective et est un homéomorphisme sur s0, 2πrˆs0, πrˆs0, 2πr (remar-

quons que Rpθq et rRpφq sont des matrices de rotation ayant respectivement
pour axes l’axe des z et l’axe des x).

En effet, considérons une matrice A “ paijq P SO3pRq. Comme vecteur
(colonne) de R3, nous pouvons, pour décrire la dernière colonne de A, des
coordonnées similaires aux coordonnées sphériques, i.e.,

¨

˝

a13
a23
a33

˛

‚“

¨

˝

sinpθq sinpφq
´ cospθq sinpφq

cospφq

˛

‚ avec 0 ď φ ď π, 0 ď θ ď 2π .

De même, comme vecteur (ligne) de R3, nous pouvons utiliser des coor-
données similaires aux coordonnées sphériques pour décrire la dernière ligne
de A, i.e.,

`

a31 a32 a33
˘

“
`

sinpθ1q sinpφ1q cospθ1q sinpφ1q cospφ1q
˘

avec 0 ď φ1 ď π, 0 ď θ1 ď 2π. Nous pouvons noter premièrement que φ1 “ φ
car si ă ¨, ¨ ą deésigne le produit scalaire usuel sur R3 (où les vecteurs sont
écrits en colonne), alors

cospφq “ ă tp0, 0, 1q, A tp0, 0, 1q ą“ă A´1 tp0, 0, 1q, tp0, 0, 1q ą
“ ă tA tp0, 0, 1q, tp0, 0, 1q ą“ă tpp0, 0, 1qAq, tp0, 0, 1q ą“ cospφ1q,
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et comme 0 ď φ, φ1 ď π, nous avons bien φ “ φ1.
De plus, si nous considérons le produit Rp´θqARp´θ1q, nous obtenons

¨

˝

b11 b12 0
b21 b22 ´ sinpφq
0 sinpφq cospφq

˛

‚ .

Maintenant, si 0 ă φ ă π, alors sinpφq ‰ 0. De ceci et du fait que
Rp´θqARp´θ1q soit orthogonal, nous obtenons facilement que b12 “ 0,
b11 “ ˘1, b21 “ 0, b22 “ cospφq et de cette dernière équation et parce
que detRp´θqARp´θ1q “ 1, nous obtenons que b11 “ 1. En d’autres mots, si
0 ă φ ă π, alors A “ gpθ, φ, θ1q avec θ, φ, θ1 comme ci-dessus.

Par contre si φ “ 0, π, alors sinpφq “ 0. La matrice

ˆ

b11 b12
b21 b22

˙

P O2pRq .

Plus précisément, si φ “ 0 (resp. φ “ π), alors

ˆ

b11 b12
b21 b22

˙

P SO2pRq (resp.

ˆ

b11 b12
´b21 ´b22

˙

P SO2pRq) .

Donc, si φ “ 0, alors

Rp´θqARp´θ1q “

¨

˝

b11 b12 0
b21 b22 ´ sinpφq
0 sinpφq 1

˛

‚“ Rpθ2q pour un certain θ2,

et si φ “ π, alors

Rp´θqARp´θ1q “

¨

˝

b11 b12 0
´b21 ´b22 ´ sinpφq

0 sinpφq 1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 ´1 0
0 0 ´1

˛

‚“ Rpθ2q pRpπq

pour un certain θ2. De tout ceci, nous pouvons conclure que la fonction g est
surjective et est un homéomorphisme sur s0, 2πrˆs0, πrˆs0, 2πr.

Nous avons ainsi une paramétrisation de SO3pRq. En terme de cette
dernière, la mesure de Haar est donnée par dµpgq “ sinpφq dθdφdθ1, i.e.,

µpfq “

ż π

0

ż 2π

0

ż 2π

0

fpgpθ, φ, θ1qq sinpφq dθdθ1dφ .
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Il n’est pas difficile de vérifier qu’il s’agit bien d’une mesure de Radon non
nulle. Il reste à vérifier l’invariance à gauche. Fixons 0 ď θ0 ď 2π, 0 ď φ0 ď π
et 0 ď θ10 ď 2π. Il nous vérifier que

ż π

0

ż 2π

0

ż 2π

0

fpgpθ0, φ0, θ
1
0q
´1gpθ, φ, θ1qq sinpφq dθdθ1dφ

“

ż π

0

ż 2π

0

ż 2π

0

fpgpθ, φ, θ1qq sinpφq dθdθ1dφ .

Pour montrer ceci, il nous faut considérer les nouvelles coordonnées θ1, φ1, θ
1
1

définies par
gpθ0, φ0, θ

1
0q
´1gpθ, φ, θ1q “ gpθ1, φ1, θ

1
1q,

où 0 ď θ1 ď 2π, 0 ď φ1 ď π et 0 ď θ11 ď 2π, et calculer le jacobien

Bpθ1, φ1, θ
1
1q

Bpθ, φ, θ1q
.

Remarque. Dans l’énoncé du théorème précédent, on peut remplacer “me-
sure de Haar à gauche” par “mesure de Haar à droite”, mais les deux notions
sont distinctes, une mesure de Haar à gauche n’étant pas nécessairement une
mesure de Haar à droite.

Cette remaque nous permet de définir la notion de fonction modulaire
sur un groupe topologique G admettant une mesure de Haar. En effet, si µG
est une mesure de Haar à gauche sur G, et si h P G, on peut définir la mesure
Rphq ¨ µG par

ż

G

fpgq dpRphq ¨ µGqpgq :“

ż

G

pRphq´1fqpgq dµGpgq,

pour toute fonction intégrable f sur G. Alors RphqµG est encore une mesure
de Haar à gauche sur G. En effet, pour tout t P G,

ż

G

pLptqfqpgq dpRphqµGqpgq “

ż

G

pRphq´1pLptqfqqpgq dµGpgq

“

ż

G

pLptqpRphq´1fqqpgq dµGpgq “

ż

G

pRphq´1fqpgq dµGpgq

“

ż

G

fpgq dpRphqµGqpgq .
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Le point crucial de ce calcul est que les actions L et R. Il découle de ceci par
unicité de la mesure de Haar, à un facteur scalaire réel strictement positif
près, que :

RphqµG “ ∆phqµG

pour un certain ∆phq P Rą0. Ceci définit la fonction modulaire ∆ sur G. Un
calcul simple montre que

∆ph1h2q “ ∆ph1q∆ph2q, h1, h2 P G .

La fonction modulaire ∆ est donc un caractère de G dans R˚`. Il est assez
facile de montrer que ce caractère est continu, en prenant pour fonction f
dans l’identité ci-dessus la fonction caractéristique d’un voisinage compact
de l’origine e de G, et en utilisant les propriétés de régularité de la mesure
µG. On a, pour toute fonction intégrable f sur G, et tout h P G,

ż

G

fpghq dµGpgq “ ∆phq

ż

G

fpgq dµGpgq . (2.1)

Théorème 2.2. Soit G un groupe compact. Toute mesure de Haar à gauche
de G est aussi une mesure de Haar à droite, i.e., G est unimodulaire. On
peut normaliser la mesure de Haar µG de sorte que µGpGq “ 1.

Démonstration. Soit µG une mesure de Haar à gauche sur G. Comme G est
compact, on peut intégrer la fonction constante ègale à 1 surG. En appliquant
(2.1) avec cette fonction, on obtient, pour tout h P G,

µGpGq “ ∆phqµGpGq .

La fonction modulaire est donc identiquement égale à 1 sur G, et ceci signifie
que µG est une mesure de Haar à droite . La deuxième assertion est évidente.

Exemples 2.1. – SiG est un groupe fini, il est compact pour la topologie
discrète, et la mesure de comptage normalisée est une mesure de Haar.

– Dans un groupe topologique abélien, toute mesure de Haar à gauche
est aussi une mesure de Haar à droite.

– Une mesure de Haar sur le groupe pR,`q est un multiple scalaire de la
mesure de Lebesgue.
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– Si G “ Up1q “ tz P C | |z| “ 1u, une mesure de Haar est un multiple
scalaire de dz

2iπz
. Si l’on identifie Up1q et R{2πZ par θ ÞÑ eiθ, cette

mesure est donnée par dθ
2π

.

Les trois principaux problèmes en théorie des représentations d’un groupe
topologique localement compact G sont :

(1) Obtenir une classification explicite des représentations unitaires
irréductibles deG, ou pour d’autres classes intéressantes de représentations
irréductibles.

(2) Donner une analyse explicite de L2pGq.

(3) Analyser les représentations unitaires de G, qui apparaissent souvent
naturellement en mathématiques.

Essayer de répondre à ces questions à ce niveau de généralité semble pour
l’instant impossible. Des réponses partielles, voir complètes, ont été obtenues
pour certaines classes de groupes topologiques localement compacts.

3 Représentations des groupes compacts

3.1 Premiers résultats

Nous allons commencer par un résultat intéressant, mais qui ne servira pas
vraiment dans la suite, et dont nous omettons la démonstration.

Théorème 3.1. Toute représentation irréductible d’un groupe compact dans
un espace de Banach est de dimension finie

Pour la démonstration, voir par exemple [1, Corollaire 5.8].

Proposition 3.2. Soit pπ, V q une représentation de dimension finie d’un
groupe compact G. Alors pπ, V q est irréductible si et seulement si pπ1, V 1q est
irréductible.

Démonstration. Comme ppπ1q1, pV 1q1q “ pπ, V q quand V est de dimension
finie, il suffit de montrer une seule implication pour obtenir l’équivalence.
Supposons pπ, V q irréductible et soit W un sous-espace fermé de V 1 invariant
par π1. Alors l’orthogonal dans V de W est fermé et invariant par π, et ne
peut donc être que t0u ou V . Ceci montre que W “ t0u ou V 1.
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Nous avons ensuite cette généralisation aux groupes compacts d’un
théorème que vous avez déjà vu pour les groupes finis.

Théorème 3.3. Toute représentation d’un groupe compact G de dimen-
sion finie peut être munie d’un produit hermitien invariant, qui rend la
représentation unitaire.

Démonstration. La démonstration est la même que celle pour les groupes
finis, grâce à l’existence de la mesure de Haar sur G.

Soit pπ, V q une représentation de dimension finie d’un groupe compact
G muni d’une mesure de Haar µG normalisée. Comme V est de dimension
finie, on peut le munir d’un produit hermitien p¨, ¨q0 quelconque. Définissons
un nouveau produit hermitien p¨, ¨q1 par

pv, wq1 :“

ż

G

pπpgqv, πpgqwq0 dµGpgq, v, w P V .

Ce nouveau produit vérifie les propriétés de sesquilinéarité requises et est
positif. Il est défini car si

pv, vq1 “ 0,

alors le terme sous l’intégrale étant positif, il est nul. Pour g “ e, ceci donne
pv, vq0 “ 0, et donc v “ 0.

Vérifions que ce nouveau produit hermitien est invariant par π. Pour tout
h P H :

pπphqv, πphqwq1 “

ż

G

pπpgqπphqv, πpgqπphqwq0 dµGpgq

“

ż

G

pπpghqv, πpghqwq0 dµGpgq

“

ż

G

pπpgqv, πpgqwq0 dµGpgq

“ pv, wq1 .

Le point crucial du calcul est donc juste un changement de variables dans la
somme.

Remarquons que l’hypothèse de la dimension finie ne sert qu’à s’assurer
que V est un espace de Hilbert. Si l’on suppose au départ que pV, p¨, ¨q0q
est un espace de Hilbert de dimension infinie, le même procédé de moyenne
donne un nouveau produit hermitien p¨, ¨q1 invariant par G. Il est facile de
voir que la topologie définie par ce nouveau produit hermitien est la même
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que l’ancienne (les normes induites étant équivalentes), et donc V est encore
un espace de Hilbert pour p¨, ¨q1.

On dit qu’une représentation est complètement réductible, ou semi-
simple, si elle peut s’écrire comme somme directe de représentations
irréductibles.

Corollaire 3.4. Toute représentation de dimension finie d’un groupe com-
pact G est complètement réductible.

Démonstration. Cela découle du théorème précédent et du théorème 1.2 de
la même façon que pour les groupes finis, à l’aide d’une récurrence sur la
dimension de la représentation.

Tout espace vectoriel complexe de dimension finie peut être muni d’un
produit hermitien qui en fait un espace de Hilbert. Le théorème 3.3 ci-dessus
montre que l’on peut, par un argument de moyenne, rendre ce produit her-
mitien invariant sous l’action de G.

Que se passe-t-il si l’on part d’une représentation (non nécessairement
unitaire) de G dans un espace de Hilbert ? Peut-on la rendre unitaire ?

L’argument de moyenne marche encore, et l’on obtient un produit hermi-
tien invariant sous l’action de G. Le problème est de vérifier que la nouvelle
topologie définie par le produit hermitien invariant cöıncide avec l’ancienne,
en particulier, que l’espace reste complet. La réponse à cette question est
positive :

Proposition 3.5. Toute représentation d’un groupe compact G dans un es-
pace de Hilbert H peut être munie d’un produit hermitien invariant sous l’ac-
tion de G, qui rend la représentation unitaire et définit la même structure
topologique sur H.

Voir [1, Prop 2.7]. La démonstration nécessite bien sûr un peu d’analyse,
en particulier le théorème de Banach–Steinhaus.

3.2 Lemme de Schur

Soit G un groupe compact. Notons pG l’ensemble des classes d’équivalences
des représentations (de dimension finie) irréductibles de G.
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Nous allons donner plus bas l’analogue aux groupes compacts du lemme
de Schur pour les groupes finis. Pour le démontrer, nous aurons du lemme
suivant.

Théorème 3.6 (Lemme de Schur). Soit T un opérateur d’entrelacement
entre deux représentations de dimension finie irréductibles pπ1, V1q et pπ2, V2q
d’un groupe compact G. Alors

– Si pπ1, V1q et pπ2, V2q ne sont pas équivalentes, alors T “ 0,

– Si pπ1, V1q et pπ2, V2q sont équivalentes, alors HomGpV1, V2q est de di-
mension 1. De manière équivalente, HomGpV1, V2q est l’ensemble des
multiples scalaires de l’identité de V1.

Démonstration. Le premier point découle facilement du lemme 1.1. En effet,
si pπ1, V1q et pπ2, V2q ne sont pas équivalentes, T n’est pas inversible. S’il n’est
pas injectif, son noyau est non trivial. Mais pπ1, V1q étant irréductible, ceci
donne par invariance de kerT que kerT “ V1, et donc T “ 0. De même
s’il n’est pas surjectif, son image imT est un sous-espace invariant de V2
différent de V2. La représentation pπ2, V2q étant irréductible, imT “ t0u, et
donc T “ 0.

Pour le second point, soit T P HomGpV1, V2q et considérons une valeur
propre λ de T . Soit Vλ le sous-espace propre correspondant. Il est non nul
par hypothèse, et donc par irréducibilité de pπ1, V1q, Vλ “ V1. Ceci montre
que T “ λIdV1 . L’équivalence entre les deux formulations du second point
vient du fait que, si S : V1 Ñ V2 est un opérateur d’entrelacement inversible
réalisant l’équivalence entre pπ1, V1q et pπ2, V2q, l’application

HomGpV1, V1q Ñ HomGpV1, V2q, T ÞÑ S ˝ T

est un isomorphisme linéaire continu d’inverse donné par T ÞÑ S´1 ˝ T .

3.3 Coefficients matriciels et relations de Schur

Nous commençons cette section par un lemme assez général sur les
représentation d’un groupe compact.
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Lemme 3.7. Soient pπ, V q et pτ,W q deux représentations d’un groupe com-
pact G et soit A P HompV,W q. Alors

A˝ :“

ż

G

τpgqAπpgq´1 dµGpgq

définit un élément de HomGpV,W q.

Démonstration. On a, par invariance de la mesure de Haar,

A˝πpgq “

ż

G

τptqAπpg´1tq´1 dµGptq “

ż

G

τpgtqAπptq´1 dµGptq,

i.e., A˝πpgq “ τpgqA˝.

Le résultat qui suit est une application du lemme de Schur qui nous
servira pour la suite. Rappelons que, pour un groupe compact G, µG désigne
sa mesure de Haar normalisée.

Proposition 3.8. Soient pπ, V q et pτ,W q deux représentations irréductibles
d’un groupe compact G et soit A : V Ñ W une application linéaire continue.
Alors A˝ est égal à 0 si τ n’est pas équivalente à π et égal à trA

dimV
IdV si

pτ,W q “ pπ, V q.

Démonstration. Comme on voit facilement que A˝ est un opérateur d’entre-
lacement, d’après le lemme de Schur, A˝ “ 0 si τ n’est pas équivalent à π et
A˝ “ αIdV si pτ,W q “ pπ, V q. Il reste à déterminer α. On a

αdimV “ trA˝ “

ż

G

tr pπpgqAπpg´1qq dµGpgq “ trA .

Soit G un groupe compact. Soit CpGq l’espace des fonctions continues sur
G à valeurs complexes. Cet espace, muni de la norme sup, est un espace de
Banach. Nous allons introduire certains éléments de CpGq, appelés coefficients
matriciels des représentations.

Soit pπ, V q une représentation de G. On appelle coefficient matriciel
de π une fonction sur G, à valeurs complexes, de la forme

φπv,λ : g ÞÑ λpπpgqvq,
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où λ P V 1 et v P V . La terminologie vient du fait où si l’on choisit une base
adéquate pour V et que l’on exprime l’application linéaire πpgq dans cette
base sous forme matricielle, alors φπv,λpgq désignera un coefficient de cette
matrice.

Les relations de Schur, que vous connaissez pour les groupes finis, sont
encore valides, ainsi que les propriétés d’indépendance linéaire des coefficients
matriciels dans CpGq. Par contre, comme CpGq n’est pas de dimension finie,

on ne peut pas en déduire que pG est fini (en général, il ne l’est pas).
Avant de donner ces résultats, introduisons la notation suivante. Pour

toute fonction continue φ sur G, notons φ̌ : g ÞÑ φpg´1q.

Lemme 3.9 (Relations d’orthogonalité de Schur).

(i) Soit pπ, V q une représentation irréductible de G. Alors, pour tous
v1, v2 P V , pour tous λ1, λ2 P V

1, on a :
ż

G

φπv1,λ1pgqφ̌
π
v2,λ2

pgq dµGpgq “
λ1pv2qλ2pv1q

dπ
.

où dπ “ dimV .

(ii) Soient pπ1, V1q, pπ2, V2q deux représentations irréducitbles de G non
équivalentes. Alors, pour tous v1 P V1, v2 P V2, λ1 P V

1
1 , λ2 P V

1
2 ,

ż

G

φπ1v1,λ1pgqφ̌
π2
v2,λ2

pgq dµGpgq “ 0 .

Démonstration. Soient λ1 P V
1
1 , v2 P V2. Considérons l’application linéaire

(continue) A : V1 Ñ V2 définie par

Apvq “ λ1pvqv2 .

Soient maintenant aussi λ2 P V 12 et v1 P V1. Alors, avec les notations du
lemme 3.7, on a

λ2pA
˝v1q “ λ2

ˆ
ż

G

π2pgqApπ1pgq
´1v1q dµGpgq

˙

“ λ2

ˆ
ż

G

π2pgqλ1pπ1pgq
´1v1qv2 dµGpgq

˙

“ λ2

ˆ
ż

G

λ1pπ1pgq
´1v1qπ2pgqv2 dµGpgq

˙

“

ż

G

λ1pπ1pgq
´1v1qλ2pπ2pgqv2q dµGpgq .
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On effectue le changement de variables g ÞÑ g´1 dans l’intégrale pour retrou-
ver le membre de gauche des égalités dans (i) et (ii). On conclut grâce à la
proposition 3.8 et au fait que trA “ λ1pv2q quand π1 “ π2.

Corollaire 3.10. Soient pπi, Viq, i “ 1, . . . , r, des représentations
irréductibles d’un groupe compact G, non équivalentes deux à deux. Pour
chaque i, choisissons vi P Vi et λi P V

1
i non nuls. Alors les coefficients matri-

ciels φπivi,λi sont linéairement indépendants dans CpGq.

Démonstration. Supposons que
ř

i ciφ
πi
vi,λi

“ 0. Fixons j entre 1 et r et choi-
sissons λ1j P V

1
j tel que λ1jpvjq “ 1 et v1j P Vj tel que λjpv

1
jq “ 1. Alors, d’après

le lemme précédent, on a

0 “

ż

G

˜

ÿ

i

ciφ
πi
vi,λi

pgq

¸

φ̌
πj
v1j ,λ

1
j
pgq dµGpgq “ cj

ż

G

φπivi,λipgqφ̌
πj
v1j ,λ

1
j
pgq dµGpgq

“ cjd
´1
πj
.

Donc cj “ 0.

3.4 Transformation de Fourier pour les groupes com-
pacts

Soit L2pGq l’espace de Hilbert des fonctions (à valeurs complexes, mesurables,
modulo l’égalité presque partout) de carré intégrable par rapport à la mesure
de Haar normalisée µG, le produit hermitien p¨, ¨qL2 étant défini de la manière
habituelle suivante :

pf, hqL2 :“

ż

G

fpgqhpgq dµGpgq .

L’espace CpGq est un sous-espace dense de L2pGq.
Définissons le produit de convolution sur CpGq et L2pGq. Soient f1, f2 P

CpGq. Leur produit de convolution f1 ˚ f2 est défini par :

f1 ˚ f2pgq “

ż

G

f1ptqf2pt
´1gq dµGptq .

Il est clair que f1 ˚ f2 P CpGq. L’inégalité de Cauchy–Schwarz donne

|f1 ˚ f2pgq| ď }f1}2}f2}2,
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ce qui montre que le produit de convolution peut être étendu par continuité
à L2pGq :

˚ : L2
pGq ˆ L2

pGq Ñ L2
pGq .

L’espace L2pGq muni du produit de convolution est une algèbre associa-
tive. D’autre part, L2pGq est muni de la représentation régulière L ˆ R de
GˆG et cette représentation est unitaire.

Dans le cas des groupes finis, FpGq “ L2pGq.
Pour les groupes compacts généraux, c’est l’espace L2pGq, muni de toutes

ses structures (espace de Hilbert, représentation unitaire de G ˆ G, algèbre
de convolution) qui joue le premier rôle, comme nous allons le voir ci-dessous.
Remarquons que L2pGq n’admet pas d’élément neutre, si G n’est pas fini.

Pour pπ, V q une représentation de dimension finie d’un groupe compact
G, on définit l’application

π : L2
pGq Ñ EndpV q, f ÞÑ πpfq :“

ż

G

fpgqπpgq dµGpgq .

L’intégrale ci-dessus est bien définie car, comme G étant compact, L2pGq Ă
L1pGq.

Remarquons que EndpV q est naturellement muni d’une action de GˆG,
notée Endπ par :

pEndpπqpg1, g2qAqpvq :“ πpg1qpAπpg2q
´1vq, v P V, g1, g2 P G,A P EndpV q .

(3.1)

Proposition 3.11. L’application π est un morphisme d’algèbres de L2pGq
dans EndpV q qui entrelace la représentation régulière L ˆ R de G ˆ G sur
FpGq et la représentation Endπ dans EndpV q.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si f1, f2 P L
2pGq,

πpf1 ˚ f2q “ πpf1qπpf2q .

Dans le membre de droite, le produit est la composition des opérateurs dans
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EndpV q. Calculons

πpf1 ˚ f2q “

ż

G

pf1 ˚ f2qpgqπpgq dµGpgq

“

ż

G

ˆ
ż

G

f1ptqf2pt
´1gq dµGptq

˙

πpgq dµGpgq

“

ż

G

ż

G

f1ptqf2pgqπptgq dµGpgqdµGptq

“

ż

G

ˆ
ż

G

f1ptqπptq dµGptq

˙

f2pgq dµGpgq

“ πpf1qπpf2q .

Montrons que π est un opérateur d’entrelacement. Soient x, y P G, f P
L2pGq. Calculons :

πppLˆRqpx, yqfq “

ż

G

ppLˆRqpx, yqfqpgqπpgq dµGpgq

“

ż

G

fpx´1gyqπpgq dµGpgq

“

ż

G

fpgqπpxgy´1q dµGpgq

“ πpxq

ż

G

fpgqπpgq dµGpgqπpy
´1
q

“ πpxqπpfqπpy´1q .

Ceci permet de définir la transformée de Fourier Ff d’une fonction
f P L2pGq comme pour les groupes finis. Pour f P L2pGq, on pose

Ffpδq :“ πδpfq “

ż

G

fpgqπδpgq dµGpgq, δ P pG .

Lemme 3.12. La transformation de Fourier vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tous f1, f2 P FpGq,

Fpf1 ˚ f2q “ Fpf1qFpf2q .

(ii) L’application F est un GˆG-morphisme de L2pGq dans
ś

δP pG EndpVδq.
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Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 3.11.

Il faut remarquer que cette transformée de Fourier est à valeurs dans le
produit infini

ś

δP pG EndpVδq. Ceci pose un problème pour définir la trans-

formée de Fourier inverse, celle-ci étant définie par une somme sur pG (qui
n’est pas fini en général), qui pourrait ne pas converger. Pour éviter cela,
nous allons restreindre le domaine de la transformée de Fourier inverse à
À

δP pG EndpVδq. La somme directe

à

δP pG

EndpVδq

est le sous-espace de
ś

δP pG EndpVδq constitué des familles pF pδqqδP pG telles

que F pδq “ 0 sauf pour un nombre fini de δ P pG. Ceci nous assurera que la
transformée de Fourier inverse F est bien définie sur ce sous-espace, puisque
seul un nombre fini de termes sont non nuls dans la somme définissant la
transformée de Fourier inverse.

Définissons la transformée de Fourier inverse. Soit

pF pδqqδP pG P
à

δP pG

EndpVδq .

Posons, pour tout g P G,

FF pgq :“
ÿ

δP pG

dδtr pπδpgq
tF pδ1qq “

ÿ

δP pG

dδtr pπδ1pgq
tF pδqq .

On obtient ainsi une fonction sur G.

Lemme 3.13. Pour tout F “ pF pδqqδP pG P
À

δP pG EndpVδq,

FFF “ F .

Démonstration. Rappelons que si V est un espace vectoriel de dimension
finie, la forme bilinéaire symétrique

pA,Bq ÞÑ tr pABq
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sur EndpV q est non dégénérée. On a donc FFF “ F si et seulement si pour

tout δ P pG et tout A P EndpVδq, tr ppFFF qpδqAq “ tr pF pδqAq. Calculons

tr ppFFF qpδqAq “ tr

ˆˆ
ż

G

pFF qpgqπδpgq dµGpgq
˙

A

˙

“ tr

¨

˝

¨

˝

ż

G

ÿ

νP pG

dνtr pπν1pgq
tF pνqqπδpgq dµGpgq

˛

‚A

˛

‚

“
ÿ

νP pG

dν

ż

G

tr pπν1pgq
tF pνqqtr pπδpgqAq dµGpgq .

Si l’on fixe une base pviqi de Vν de base duale pv˚i qi, on a

tr pπν1pgq
tF pνqq “

ÿ

i

vipπν1pgq
tF pνqv˚i q

“
ÿ

i

pπνpgq
´1viqp

tF pνqv˚I q “
ÿ

i

pπνpgq
´1viqpw

˚
i q

“
ÿ

i

w˚i pπνpgq
´1viq “

ÿ

i

φ̌νvi,w˚i
pgq,

où l’on a posé w˚i :“ tF pνqv˚i .
De même, en fixant une base pejqj de Vδ de base duale pe˚j qj,

tr pπδpgqAq “
ÿ

j

e˚j pπδpgqAejq “
ÿ

j

e˚j pπδpgqfjq “
ÿ

j

φδf,e˚j
pgq,

où l’on a posé fj “ Aej.
En reportant dans le calcul précédent, ceci donne

tr ppFFF qpδqAq “
ÿ

i,j

ÿ

νP pG

φδfj ,e˚j
pgqφ̌νvi,w˚i

pgq dµGpgq .

Les formules d’orthogonalité de Schur nous disent que les termes de cette
somme sont nuls sauf si ν “ δ, donc

tr ppFFF qpδqAq “
ÿ

i,j

w˚i pfjqv
˚
i peiq

“
ÿ

i

p
tF pδqv˚i qpAviq “

ÿ

i

v˚i pF pδqAviq “ tr pF pδqAq .

Ceci termine la démonstration du lemme.
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Le problème est maintenant de déterminer l’image de F dans L2pGq.

Pour tout δ P pG, on définit Rpδq comme le sous-espace de CpGq engendré
par les coefficients matriciels de la représentation δ. On pose aussi :

RpGq :“
à

δP pG

Rpδq .

Il est alors facile de voir que F réalise un isomorphisme entre
À

δ pG EndpVδq
et RpGq, plus précisément, F réalise un isomorphisme entre chaque EndpVδq
et Rpδq.

Le théorème de Peter-Weyl pour les groupes compacts peut s’énoncer
ainsi :

Théorème 3.14 (Peter–Weyl). Soit G un groupe compact. Le sous-espace
RpGq de CpGq est dense dans CpGq et dans L2pGq.

Dans le cas des groupes finis, pour montrer que F et F sont des iso-
morphismes inverses l’un de l’autre, on montre que FF est l’identité, puis
l’injectivité de F , la surjectivité de F s’en déduisant alors. Le résultat ci-
dessus remplace la surjectivité de F . On le démontre en commençant par
établir un résultat analogue de l’injectivité de F .

Théorème 3.15. Pour tout g P G, g ‰ e, il existe une représentation
irréductible de dimension finie pπ, V q de G telle que πpgq ‰ IdV .

On dit que les représentations irréductibles de G “séparent les points”.

La démonstration de ce théorème utilise le théorème spectral pour les
opérateurs auto-adjoints compacts. Nous renvoyons le lecteur à [1, chapitre
4].

Choisissons, dans chaque Rpδq, une base orthogonale. Alors le théorème
ci-dessus affirme que la réunion de toute ces bases forme une base au sens
hilbertien de l’espace de Hilbert L2pGq. Nous écrivons ceci de la manière
suivante :

L2
pGq “ x

à

δP pG
Rpδq .

Nous pouvons maintenant identifier l’image de L2pGq par la transforma-
tion de Fourier F . Il s’agit de l’espace de Hilbert

x

à

δP pG
EndpVδq .
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Concrètement, cet espace est obtenu de la manière suivante : chaque
EndpVδq est une représentation de dimension finie du groupe compact GˆG.
Il est donc muni d’un produit hermitien invariant. On choisit une base or-
thonormale de chacun des EndpVδq, et l’on forme un espace de Hilbert en
décrétant que la réunion de toutes ces bases est une base orthonormale (au
sens hilbertien). La transformation de Fourier inverse est définie sur ce sous-
espace (par une série convergente). Une autre version du théorème de Peter–
Weyl est donc

Théorème 3.16 (Peter–Weyl). Soit G un groupe compact. La transforma-
tion de Fourier F réalise un isomorphisme

L2
pGq » x

à

δP pG
EndpVδq .

La formule d’inversion de Fourier et la formule de Plancherel que vous
connaissez pour les groupes finis sont donc valables pour les groupes com-
pacts. Comme les fonctions dans L2pGq ne sont définies que modulo l’égalité
presque partout, l’inversion de Fourier doit être comprise comme telle. En
particulier, la formule pour g “ e n’a pas de sens dans ce contexte.

Les voici plus précisément.

Corollaire 3.17 (Formule d’inversion de Fourier). Soient G un groupe com-
pact et f P L2pGq. La formule d’inversion de Fourier f “ FFf s’écrit
explicitement

fpgq “
ÿ

δP pG

dδtr pπδpfqπδpgq
´1
q “

ÿ

δP pG

dδtr pFfpδqπδpgq´1q .

Démonstration. Il s’agit juste d’un calcul, où nous allons, dans l’ordre, uti-
liser le fait que trX “ trX˚ pour tout opérateur X, effectuer un change-
ment de variable δ ÞÑ δ1, et enfin utiliser le fait que par définition de la
représentation contragréditente,

pπδ1pgqq
˚
“ πδpgq

´1 .
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On a
fpgq “ pFFfqpgq “

ÿ

δP pG

dδtr pπδpgqpFfpδ1qq˚q

“
ÿ

δP pG

dδtr pFfpδ1qpπδpgqq˚q

“
ÿ

δP pG

dδtr pFfpδq pπδ1pgqq˚q

“
ÿ

δP pG

dδtr pFfpδqπδpgq´1q

“
ÿ

δP pG

dδtr pπδpfqπδpgq
´1
q .

Corollaire 3.18 (Formule de Plancherel). Soient G un groupe compact et
f1, f2 P L

2pGq. Alors
ż

G

f1pgqf2pg
´1
q dµGpgq “

ÿ

δP pG

dδtr pFf1pδqFf2pδqq .

Démonstration. Posons f “ f1 ˚ f2. On a Fpfq “ pFf1qpFf2q et fpeq “
ş

G
f1pgqf2pg

´1q dµGpgq. On utilise alors le corollaire précédent.

Exemple 3.1. Soit G “ Up1q. C’est un groupe abélien dont les
représentations irréductibles continues (de dimension 1) sont

χn : eiθ ÞÑ einθ,

avec n P Z. Le dual pG s’identifie donc à Z. L’inversion de Fourier dans ce
cas est bien la décomposition en série de Fourier des fonctions dans L2pUp1qq
(que l’on peut voir comme fonctions sur R, 2π-périodiques). Il est bien connu
que pour une fonciton continue, il n’y a dans ce cas pas convegence ponctuelle
de sa série de Fourier.

3.5 Théorie des caractères pour les groupes compacts

Soient G un groupe compact et pπ, V q une représentation de dimension finie
de G. Son caractère Θπ est la fonction définie sur G par :

Θπpgq :“ tr pπpgqq .
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C’est une fonction continue sur G. Comme

tr pπpxyqq “ tr pπpxqπpyqq “ tr pπpyqπpxqq “ tr pπpyxqq,

on voit que Θπpxyq “ Θπpyxq ou encore Θπpxyx
´1q “ Θπpyq, et donc Θπ est

ce que l’on appelle une fonction centrale, i.e., un élément de

L2
pGqG :“ tf P L2

pGq | f ˚ h “ h ˚ f, h P L2
pGqu,

qui est le centre de l’algèbre pL2pGq, ˚q. En effet

Lemme 3.19. Une fonction f P L2pGq est dans L2pGqG si et seulement si
elle est constante sur les classes de conjugaison de G.

Démonstration. On a

f ˚ hpyq “

ż

G

fpxqhpx´1yq dµGpxq “

ż

G

hpxqfpyx´1q dµGpxq .

Si f est constante sur les classes de conjugaison de G, le terme à droite de la
deuxième égalité est alors ègal à h ˚ fpyq.

Pour l’implication réciproque, en supposant que f P L2pGqG, il suffit de
calculer f ˚ δg´1 et δg´1 , pour g P G, avec δg la fonction de L2pGq qui vaut 1
en g et 0 sinon.

Lemme 3.20. Soit pπ, V q une représentation de dimension finie d’un groupe
compact G et x P G. On a alors

Θπpx
´1
q “ Θπpxq “ Θπ1pxq, Θπpeq “ dimV .

Démonstration. Comme π est de dimension finie, d’après le théorème 3.3, il
existe un produit hermitien p¨, ¨q sur V tel que π soit unitaire. Considérons
une base orthonormale peiqi de V . Remarquons qu’étant donné que π est
unitaire, pfiqi :“ pπpx´1qeiqi est encore une base orthonormale de V . On a
alors

Θπpx
´1
q “

ÿ

i

pπpx´1qei, eiq “
ÿ

i

pπpxqfi, fiq “ Θπpxq .

De plus, comme π est unitaire, pπ1pxqq˚ “ πpx´1q. On en déduit la deuxième
égalité. La troisième est imméditate.
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Proposition 3.21. Soient pπ1, V1q et pπ2, V2q deux représentations de di-
mension finie d’un groupe compact G. Alors, pour tout x P G,

Θπ2‘π2pxq “ Θπ1pxq `Θπ2pxq, Θπ1bπ2pxq “ Θπ1pxqΘπ2pxq .

Démonstration. On exprime la trace en choisissant une base peiqi de V1 de
base duale pe˚i qi et une base pfjqj de V2 de base duale pf˚j qj :

trπ1pxq “
ÿ

i

e˚i pπ1pxqeiq, trπ2pxq “
ÿ

j

f˚j pπ2pxqfjq .

Une base de V1‘V2 est obtenue en prenant la réunion des bases peiqi et pfjqj,
la base duale étant la réunion des pe˚i qi et des pf˚j qj, ce qui montre la première
formule. Une base du produit tensoriel V1 b V2 est V1 b V2 est pei b fjqi,j de
base duale pe˚i b f

˚
j qi,j, donc

Θπ1bπ2pxq “ “
ÿ

i,j

pe˚i b f
˚
j qppπ1 b π2qpxqpei b fjqq

“
ÿ

i,j

pe˚i b f
˚
j qppπ1pxqei b π2pxqfjqq

“
ÿ

i

e˚i pπ1pxqeiq
ÿ

j

f˚j pπ2pxqfjq .

Théorème 3.22. Soient pπ1, V1q et pπ2, V2q deux représentations de dimen-
sion finie d’un groupe compact G de caractères respectifs Θπ1 et Θπ2. Alors

pΘπ1 ,Θπ2qL2 “ dim HomGpV1, V2q .

Démonstration. Rappelons que, comme V1 et V2 sont de dimension finie,
l’application

V ˚1 b V2 Ñ HompV1, V2q

définie par :
λ1 b v2 ÞÑ rv1 ÞÑ λ1pv1qv2s .

est un isomorphisme linéaire.
Rappelons l’application, donnée dans le lemme 3.7,

HompV1, V2q Ñ HomGpV1, V2q, A ÞÑ A˝
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définie par

A˝v1 :“

ż

G

π2pgqAπ1pgq
´1v1 dµGpgq .

On a montré en TD que cet opérateur est un projecteur orthogonal de
HompV1, V2q sur HomGpV1, V2q et qu’il est, à un changement de bases près,
égal à

ż

G

pπ11 b π2qpgq dµGpgq .

Sa trace est donc égale à la dimension de HomGpV1, V2q et à
ż

G

tr pπ11pgqqtr pπ2pgqq dµGpgq “

ż

G

Θπ1pgqΘπ2pgq dµGpgq “ pΘπ1 ,Θπ2qL2 .

Corollaire 3.23. Soit pπ, V q une représentation de dimension finie d’un
groupe compact G. Alors

π est irréductible ðñ }Θπ}L2 “ 1 .

Démonstration. Cela découle du théorème précédent et du lemme de Schur.

Pour tout δ P pG, notons comme précédemment pπδ, Vδq une représentation
de G dans la classe δ. Comme la trace est invariante par changement de base,
le caractère d’une représentation irréductible ne dépend pas du choix de son
représentant dans sa classe d’équivalence. On note alors Θδ le caractère de πδ.

Corollaire 3.24. Soient G un groupe compact et δ1, δ2 P pG. Alors

pΘδ1 ,Θδ2qL2 “ δδ1δ2 .

Corollaire 3.25. Soit pπ, V q une représentation de dimension finie d’un
groupe compact G et π “

À

δPI nδπδ sa décomposition en somme (finie) de

représentations irréductibles (I Ă pG fini, nδ P N et πδ est un représentant de
δ dans π). Alors

(i) nδ “ pΘπ,Θδq est bien défini,
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(ii) }Θπ}
2 “

ř

δPI n
2
δ.

Démonstration. On a Vπ “
À

δPIpVπδ b Cnδq. Pour tout τ P pG, d’après le
lemme de Schur, si τ ‰ δ, les opérateurs d’entrelacement Vπ Ñ Vξ sont nuls,
pour tout représentant ξ de τ . Donc, encore d’après le lemme de Schur,

HomGpVπ, Vπδq “ HomGpVπδ , Vπδ b Cnδq “ Cnδ b HomGpVπδ , Vπδq
» Cnδ b C “ Cnδ .

L’assertion (i) résulte alors du théorème.
Le point (ii) résulte alors de la proposition 3.21.

Corollaire 3.26. L’ensemble des caractères pΘδqδP pG est une base orthonor-
male de l’espace de Hilbert L2pGqG et on a pour tout P L2pGqG,

f “
ÿ

δP pG

pf,ΘδqL2Θδ .

Remarquons que les calculs fondés sur les fonctions caractéristiques des
classes de conjugaison dans un groupe fini ne se généralisent pas aux groupes
compacts.
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