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1 Le groupe GL(n,K) et son algebre de Lie
gl(n, K)

La notation K désigne un corps pouvant étre soit R, soit C.

Soit M,,(K) I'algebre sur K des matrices carrés n x n a coefficients dans
K. C’est un espace de dimension n? et toutes les normes sur cet espaces sont
donc équivalentes. On suppose K" muni de la norme usuelle provenant du
produit scalaire canonique si K = R et du produit hermitien canonique si
K = C. Munissons M, (K) de la norme d’opérateur

Xv
x| i= sup L
zeKn\{0} |||
Cette norme vérifie
IXY[ < [X[IIY], X,Y e M,(K). (1.1)

L’algebre M, (K) est donc munie d’'une norme qui en fait un espace de
Banach.

Rappelons maintenant quelques propriétés du groupe des matrices inver-
sibles GL(n,K). On note I,, la matrice identité de M,,(K).

Proposition 1.1. Le groupe des matrices inversibles GL(n,K) est un groupe
topologique pour la topologie induite de celle de M, (K). De plus GL(n,K) est
un ouvert dense dans M, (K).

Démonstration. Considérons 'application det : M, (K) — K. C’est une
application polynomiale, donc continue, et le groupe GL(n,K) est l'image
réciproque de K*. Ceci montre que GL(n,K) est un ouvert de M, (K).
Le produit matriciel est continu d’apres (1.1). D’autre part, l'inverse de
X e GL(n,K) est donné par X! = det(X) !X, ot X désigne la comatrice
de X. Les coefficients de la comatrice de X sont des fonctions polynomiales
en les coefficients de X. Ceci montre que le passage a 'inverse est une appli-
cation continue. Le groupe GL(n, K) est ainsi muni d'une structure de groupe
topologique. Soient X € M, (K) non nul et Ay le plus petit module non nul
des modules des valeurs propres de X dans C. Alors la matrice X — \I,, a
toutes ses valeurs propres non nulles si 0 < |[A| < Ao, A € K| et est donc
inversible. Ceci montre que GL(n,K) est dense dans M,,(K). |



Comme GL(n,K) est un ouvert de M, (K), I'espace tangent a GL(n, K)
en lidentité s’identifie a M, (K). Le produit dans GL(n,K) donne par
différentiation un “crochet de Lie” sur M, (K). Nous verrons cela de maniére
plus générale dans la suite. Pour le moment, munissons M, (K) de 'opération
suivante :

(X,Y)— [X,Y]:= XY - YX, X,YeMK).

On remarque que c¢’est une application bilinéaire antisymétrique de M, (K) x
M, (K) dans M, (K). Elle vérifie d’autre part I'identité de Jacobi :

(X, [V, Z]|+ [Z,[ X, Y]]+ [Y,[Z,X]] = 0. (1.2)

Définition 1.1. Une algebre de Lie g sur K est un K-espace vectoriel muni
d’une application (appelée “crochet de Lie”) :

[.]:gxg—9g

bilinéaire, antisymétrique et vérifiant l'identité de Jacobi (1.2).

Une sous-algebre de Lie de g est un sous-espace vectoriel de g stable
par crochet de Lie.

Un idéal I de 'algebre de Lie g est un sous-espace vectoriel de g tel que,
pour tous X e I et Yeg, [X,Y]e .

Exemples 1.1.  — Nous avons vu que M, (K) est une algebre de Lie. On
la note gl(n, K). Plus généralement, si V' est un espace vectoriel sur K,
End(V) est une algebre de Lie, notée gl(V).

— sl(n,K) est la sous-algebre de Lie de gl(n,K) des matrices de trace
nulle.

— b(n,K) est la sous-algebre de Lie de gl(n, K) des matrices triangulaires
supérieures.

— n(n,K) est la sous-algebre de Lie de gl(n, K) des matrices triangulaires
supérieures strictes. C’est un idéal de b(n, K).

— s0(n) est la sous-algebre de Lie de gl(n,R) des matrices anti-
symétriques.

— su(n) est la sous-algebre de Lie de gl(n,C) des matrices antihermi-
tiennes.



— Soit M une variété différentiable et X' (M) I'espace des champs de vec-
teurs sur M. Alors X (M) muni du crochet de Lie des champs de vec-
teurs est une algebre de Lie sur R.

Définition 1.2. Un morphisme d’algebres de Lie est une application linéaire
entre algebres de Lie respectant le crochet de Lie. Un morphisme d’algebres
de Lie d’une algebre de Lie g dans gl(V) est appelée représentation de g dans
I’espace vectoriel V.

2 L’application exponentielle

Définition 2.1. Soit X un élément de M, (K). L’exponentielle de X, notée
exp X, désigne la somme de la série (normalement convergente dans ’espace

de Banach M,,(K))
+00 xXn
2

n=0

Donnons quelques propriétés de I’exponentielle.
Proposition 2.1. Soient X,Y € M, (K).
(i) St X etY commutent (i.e., [X,Y]=0), expXexpY =exp(X +Y).
(11) L’exponentielle est a valeurs dans GL(n,K) et
(exp X)™! = exp(—X).

(111) Pour toust,s €K,
exp(sX)exp(tX) = exp((s +1)X).

(i) L’application K — GL(n,K), t — exp(tX), est l'unique solution
différentiable de ’équation différentielle du premier ordre

a(t) = Xa(t)
avec condition iniitale a(0) = I,,.

(v) L’application K — GL(n,K), t — exp(tX), est l'unique solution
différentiable de I’équation fonctionnelle

a(s)a(t) =a(s+1t), a(0)=1, d(0)=X.



(vi) Pour tout g € GL(n,K), gexp Xg~! = exp(¢gXg™1).
Démonstration. Démontrons (i). On a

+0o0 n +0o0 n +00 kvl
X Y XY
expXexpY = (Z F) (Z F) = TR

n=0 n=0

Si X et Y commutent, alors

RS X+Y o Xkyt
exp(X +Y) :Z Z Z_ kl ;O TR

On en déduit immédiatement (ii) et (iii).
La série définissant ’exponentielle étant a convergence normale, on peut
dériver terme a terme. On obtient

d d & nxn X xntl
t X =
—(exptX) = - Z

p = Xexp(tX) =exp(tX)X .

1 |
n. 0 n.

Comme exp(0) = I, on voit que t — exptX est une solution de 'équation
différentielle du (iv).
Supposons que a(t) soit une autre solution. On a

d%(exp(—tX)a(t)) = exp(—tX)(—X)a(t) + exp(—tX)d'(t) = 0.

On en déduit que a(t) = exp(tX).
Montrons (v). Soit a(t) une solution de ’équation fonctionnelle. On a

d . a(t+s)—alt) . a(s)—1, ,

%a(t) = £1£r(1) . = a(t) £1£r(1) = (t)a'(0) = a(t) X
L’assertion découle alors de (iv).

(v) est évident. =

Remarque. On peut reformuler (iii) en disant que
t — exp(tX)

est un morphisme de groupes (continu) de R dans GL(n,K). On appelle un
tel morphisme un sous-groupe a un parameétre de GL(n, K).
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Proposition 2.2. L’application exponentielle
exp : M, (K) - GL(n, K)

est de classe C*. Sa différentielle a l'origine est l'application identique de

Démonstration. L’exponentielle étant définie par une série normalement
convergente, elle est C*. On a

| exp(X) —exp(0) — X[ = [ Xe(X)].

avec €(X) = D4 (kXTI;), Cette fonction est définie par une somme nor-
malement convergente, donc est continue, et €(0) = 0. Ceci montre que
la différentielle de I’exponentielle a l'origine est 'application identique de

M, (K). Le calcul de la différentielle fera 'objet d'un exercice. |

Corollaire 2.3. [ existe un voisinage U de 0 dans M,(K) et un voisinage
ouwvert V de I, dans GL(n,K) tels que l'application exponentielle réalise un
difféomorphisme de U sur V.

Démonstration. Conséquence du théoreme d’inversion locale. O

Remarque. On verra en TD que quitte a restreindre les ouverts U et V dans
le corollaire ci-dessus, l'inverse de 'exponentielle est donnée par une série.
On note log : V — U cet inverse. On montre que, pour tout X, Y € gl(n, K)
et tout £ € R suffisamment petit :

t2
log(exp(tX)exp(tY)) = tX +tY + §[X’ Y]+ o(t?).

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff calcule le développement a tout
ordre en t. L’essence de la formule est que le terme en t" peut s’exprimer
partir de crochets successifs de X et Y.

3 Groupes linéaires

Définition 3.1. On appelle groupe linéaire tout sous-groupe du groupe
général linéaire GL(n, R).



Remarque. Tout sous-groupe d’un groupe linéaire est linéaire. Le groupe
GL(n, C) est linéaire car on peut le plonger naturellement dans GL(2n, R).

Exemples 3.1. — Le groupe SL(n, K) des matrices de déterminant 1.

Le groupe B(n,K) des matrices triangulaires supérieures inversibles.

Le groupe N(n,K) des matrices triangulaires supérieures avec que des
1 sur la diagonale.

Le groupe SO(n) des matrices orthogonales (réelles) de déterminant 1.

Le groupe SU(n) des matrices unitaires (complexes) de déterminant 1...

Définition 3.2. Soit G un groupe linéaire, disons G < GL(n,R). L’espace
tangent g & G en I, est 'espace des matrices X € gl(n,R) telle qu’il existe
une courbe a(t), définie sur un intervalle ouvert de R autour de 0, de classe
C!, a valeurs dans G, et vérifiant a(0) = I, et a/(0) = X.

Donnons la propriété fondamentale de cet espace tangent.
Proposition 3.1. L’espace tangent g est une sous-algébre de Lie de gl(n,R).

Démonstration. Soient XY € g et a, f € R. Soient a(t) et b(t) des courbes
de classe C' dans G vérifiant a(0) = b(0) = I, et d’(0) = X, ¥'(0) = Y.
Posons ¢(t) = a(at)b(5t). On a bien ¢(0) = I,, et ¢(0) = aX + BY. Ceci
montrer que g est un sous-espace vectoriel de gl(n, R). Montrons maintenant
que [X,Y] € g. Posons, pour s suffisamment proche de 0,

cs(t) = a(s)b(t)a(s)™".

C’est une courbe dans G vérifiant ¢ (0) = I, et ,(0) = a(s)Ya(s)™. Ceci
montre que a(s)Ya(s)™! € g pour s suffisamment proche de 0. Maintenant
s — a(s)Ya(s)™! est une courbe dans g et son vecteur tangent en 0 est dans

g. Donc

[X,Y]=XY -YX = % (a(s)Ya(s)™"),_, €8

On appelle g I'algebre de Lie du groupe linéaire GG. Un résultat crucial dans
la théorie des groupes linéaires est que ’application exponentielle renvoie
I’algebre de Lie g dans le groupe G.



Théoréme 3.2. Soient G un groupe linéaire et g son algebre de Lie. Alors
lapplication exp envoie g dans G.

Démonstration. L’idée est la suivante. On a exp(0 = [, et si X € g, alors
4 (exptX)—o = X. Donc la courbe c(t) = exptX passe par I,, € G en 0 et
est tangente a G au point [,,. L’espace tangent a G en un point g quelconque
de G peut s’identifier & gg. La courbe ¢t — gc(t) a valeurs dans G est donc
tangente a G en t = 0, i.e., au point g. Il est donc raisonnable de croire que la
courbe ¢(t), qui est tangente en chaque point a G, reste dans G. Démontrons-
le rigoureusement.

L’algebre de Lie g est par définition une sous-algebre de Lie de gl(n, R)
pour un certain n. En particulier & = dimg < n? Choisissons une base
Xi,..., Xk de g et soit s un supplémentaire de g dans gl(n,R). Pour tout
i =1,...,k, soit a;(t) une courbe dans G passant par I, en 0 et dont la
dérivée en 0 est le vecteur X;. Les courbes a; sont définies dans un voisinage
ouvert de 0.

Posons, pour tout X = t; Xy + --- + tx X € g, avec les t; suffisamment
proches de 0,

O(X) = altr)a(tz) - - alte),
pour tout Y € s,
YY)=1,+Y

et, pour tout X +Y € gl(n,R) avec X e get Y € s,
k(X +Y) = o(X)p(Y).
Calculons la différentielle de k£ en 0. On a
do(X) = X, dipp(Y) =Y,

d'on dko(X +Y) = X + Y, ie., dky est I'application identique de gl(n,R).
Cette différentielle en 0 étant inversible, d’apres le théoreme d’inversion lo-
cale, il existe un voisinage ouvert U de 0 dans g et un voisinage ouvert V' de
0 dans s tels que k soit un difféomorphisme de U x V' sur un voisinage W de
I,, dans GL(n, R).

Pour tout a € W, posons k~!(a) = F(a) + H(a), avec F(a) € U et
H(a) e V.Si H(a) =0, alors a = ¢(F(a))(0) = ¢(F(a)) est dans G.

Soit (X,Y) e U x V. Alors pour tout Z € g et tout 7 dans un voisinage
ouvert de 0 dans R suffisamment petit, on a

Ho(X+12)0(Y)) =Y.
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Posons a = k(X + Y). En différentiant en 7 = 0, on obtient
0= dH,(dox(Z)(Y)) = dH,(dpx(Z)$(X)"a). (3.1)

La courbe
T (X +72)p(X) 7!

est une courbe différentiable dans G, valant I,, en 0 et dont la dérivée en 0
est

% (Cb(X + TZ)QS(X)_l)‘T:O - d¢x(Z)¢(X)_1,

Ceci montre que dox(Z)p(X) ™! est dans g.

Définissons Ax : g — g, Ax(Z) = dox(Z)p(X)~'. C’est une application
linéaire qui dépend contintiment de X. Remarquons que Ay = Id,, étant
donné que doo(Z) = Z et ¢(0) = I,,. En particulier, detAy # 0. Par conti-
nuité, det Ay # 0 pour X dans un voisinage de 0 dans g. Quitte a réduire U,
on peut supposer que tel est le cas pour tous les X dans U.

L’équation (3.1) donne

0= dHa(AX(Z)a’)

pour tout X suffisamment proche de 0 dans g. L’application linéaire Ax étant
inversible pour X dans U, ceci peut alors se réécrire

0= dH,(Za). (3.2)

Montrons maintenant que exp envoie g dans G. Soit X € g et posons b(t) =
exp(tX). Pour ¢ suffisamment proche de 0, b(t) est dans W, et donc on peut
appliquer (3.2) pour b(t) ce qui donne
d
0 = dHy (X0(1)) = L H(()).

La fonction ¢t — H (b(t)) est donc constante dans un voisinage de 0. Comme on
a H(b(0)) = 0, cette fonction constante est nulle. Ceci montre que exp(tX) =
b(t) € G pour t dans ce voisinage de 0.

Il reste a étendre cette relation a tout t € R. Mais comme pour tout entier

k e N*,
y k
exp(tX) = (exp (EX>) ,

ceci est facilement établi. O



Corollaire 3.3. L’algébre de Lie g d’un groupe linéaire G dans GL(n,R) est
Uensemble des éléments X € M,(R) tels que exp(tX) € G pour tout t € R.

Démonstration. Une inclusion provient du théoreme, 'autre de la définition
de g en considérant les courbes t — exp(tX) pour X € M,(R). |

Corollaire 3.4. Soient G un groupe linéaire dans GL(n,R) et g son algébre
de Lie. Il existe un ouvert U dans GL(n,R) contenant l'identité tel que tout
élément g € U n G, pouvant étre relié dans G a lidentité par un chemin
différentiable restant dans U, est de la forme g = exp X pour un certain
X eg.

Remarque. Cette propriété de I'exponentielle est subtile. Il se trouve des
groupes linéaires G' de GL(n, R) tel que tout voisinage de I'identité contienne
des éléments de G qui ne sont pas dans 'image de I’exponentiel (exemple : Q*
dans R* = GL(1,R)). Il existe aussi des groupes linéaires dont I’application
exponentielle est surjective, et malgre cela, possédant des éléments arbitrai-
rement proche de l'identité ne pouvant étre relié a celle-ci par un chemin
différentiable dans G restant proche de 'identité (voir I'exemple suivant).

Exemple 3.1 (La droite dans le tore). L’algebre de Lie du groupe U(1) =
{z € C | |z| = 1} est iR. L’application exponentielle exp : iR — U(1) est
dans ce cas un morphisme de groupes de noyau 27Z. Le tore T = T? est la
sous-variété U(1) x U(1) de C x C, que 'on voit comme groupe linéaire par

(21, 25) > (201 f) e GL(2,C).
2

Son algebre de Lie est t ~ ¢R x ¢R. Soit

v 0
X=<O zﬂ)et'

Cet élément définit un sous-groupe a un parametre L de T :
2iTa
e 0
t—exptX = ( 0 62”5) .

La nature du sous-groupe a un parametre L ainsi défini dépend du rapport
a/f. Pour simplifier, nous supposons a > 0, 5 > 0.
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Si a/f est rationnel, disons a/f = p/q avec p et ¢ premiers entre eux,
alors L est une courbe fermée dans T, dont le premiere composante décrit p
rotations, tandis que la seconde en décrit q. On a L ~ R/2Z. Le groupe L
est un sous-groupe fermé de GL(2,C). La topologie induite sur L par celle
de GL(2,C) coincide avec la topologie quotient de R/2Z.

Si /3 est irrationnel, alors t — exptX est injective et L est dense dans
T. La topologie induite par celle de GL(2,C) ne coincide pas avec celle in-
trinseque donnée par I'isomorphims L ~ R . En effet, un élément de L peut
étre tres proche de I'identité pour la topologie induite, mais un chemin dans
L le reliant a l'identité peut devoir faire plusieurs tours du tore.

Remarque. Une conséquence du théoreme 3.2, tenant compte de la re-
marque 2, est que le produit dans un groupe linéaire, au voisinage de I'iden-
tité, est déterminé par la structure de son algebre de Lie.

La définition d'un groupe linéaire G comme sous-groupe de GL(n,R)
pour un certain n munit GG d’une topologie, la topologie induite qui en fait
un groupe topologique. D’autre part, nous avons montré que 1’exponentielle
envoie g dans G. Comme g est naturellement en tant qu’espace vectoriel de
dimension finie un espace topologique (un espace de Banach de dimension
finie), on peut se servir de I'exponentielle pour munir G d’une autre topologie,
la topologie intrinseque. Une base de voisinages de l'identité est obtenue
en prenant des voisinages de la forme exp U, ou u est un voisinage de 0
suffisamment petit dans g (dans le domaine ou I’exponentielle est injective).
Par translation, nous obtenons une base de voisinages en chaque point de
G, qui fait encore de GG un groupe topologique. Dans cette topologie, au
voisinage de chaque point, G “ressemble” a l’espace vectoriel g. En termes
techniques, G est muni d’une structure de variété différentiable. Ceci
permet de définir sur G la notion de fonction différentiable (et méme C®).
On dit alors que G est un groupe de Lie.

La quesiton évidente qui se pose alors est celle de la comparaison de ces
deux topologies. Prenons un premier exemple, celui de I'inclusion de Q* dans
R* = GL(1,R), qui fait de Q* un groupe linéaire. Comme Q* est d’intérieur
vide dans R, on voit que son algebre de Lie est réduite a {0}. La topologie
intrinseque de Q* est donc discrete, et ne coincide pas avec la topologie
induite, qui est moins fine.

C’est une conséquence directe des définitions que la topologie intrinseque
est toujours plus fine que la topologie induite, puisque I’exponentielle est
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continue. Le résultat suivant donne un critere simple pour que les deux to-
pologies coincident.

Théoreme 3.5. Soit G un groupe linéaire, muni de la topologie intrinseque.
Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit s un supplémentaire de b dans g.
Alors il existe un voisinage U de 0 dans s tel que l'application

V:HxU—-G, (hY)—hexpY
réalise un difféomorphisme de H x U dans un voisinage de H dans G.

Démonstration. Dans cet énoncé, H est bien entendu muni de sa topologie
intrinseque qui en fait un groupe de Lie, sinon on en pourrait pas parler de
difféomorphisme. Montrons tout d’abord que la différentielle de

Hxs—>G, (hY)—hexpY

est inversible en chaque point (h, X) avec X dans un voisinage U de 0 dans
5. Par translation a gauche par h™!, il suffit de le montrer aux points (Id, X),
et par continuité, il suffit de le démontrer pour le point (Id,0). Mais en ce
point, la différentielle de W est seulement

hxs—>g (X)Y)—>X+Y

qui est inversible puisque h@®s = g. Il découle du théoreme d’inversion locale
qu’il existe un voisinage U de 0 dans s tel que ’application

HxU—->G, (hY)— hexpY

est un difféomorphisme local sur un voisinage de H dans G, i.e., pour tout
point (h,Y’) € H x U, il existe un voisinage ouvert V}, y de (h,Y) dans H x U
tel que W réalise un difféomorphisme de V, y sur son image.

I1 suffit de montrer qu’en prenant U plus petit, on peut faire en sorte que
I’application ci-dessus devienne injective, et réalise ainsi un difféomorphisme
sur son image.

Supposons par ’absurde que ce n’est pas le cas, i.e., pour tout voisinage
V de 0 dans s, il existe hy,ho € H et Y1,Y; € V avec Y] # Y tels que

hiexpY; = hoexpYs.
Alors exp(Y7) exp(—Ys3) € H. Comme
Yv:hxs—>G, (X,)Y)—expXexpV
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est de différentielle inversible en (0, 0), ¢ réalise un difféomorphisme d’un voi-
sinage W de (0, 0) sur son image ¥ (W), qui est un ouvert contenant 'identité
dans G. On voit que pour V assez petit, exp(Y]) exp(—Y2) € ¢(W) s’écrit de
maniere unique

exp(Y1) exp(—Y2) = exp X exp Y

avec (X,Y) € W. On en déduit que 'on a expY € H. D’autre part, Y # 0,
sinon 1'égalité exp(Y7) exp(—Y3) = exp X donnerait

expXexpYs =expY)

et par unicité de 1’écriture de exp Y] (sous ¢), on aurait ¥ =Y, (et X = 0).
Mais on a supposé que Y] # Ys.

On voit donc ainsi que 'on peut trouver Y # 0 dans s aussi proche de
0 que l'on veut vérifiant expY € H. Soit une suite (Y;) d’éléments non nuls
vérifiant ces hypotheses et tendant vers 0 dans s. La suite (ﬁ) est bornée
dans s (on a choisi une norme quelconque sur s). Quitte a extraire une sous-
suite, on peut supposer que cette suite converge. La limite est un élément Y
de s et de norme 1, donc non nul.

Fixons t € R. Prenons des entiers ny tels que ng||Yx| tende vers ¢ (il suffit

de prendre ny tel que ng|Yx| <t < (ng + 1)||Y%/). On a alors :

Y

||Y1<;||) — exp(tY).

(exp i)™ = exp(ngYi) = exp(ng Y|
Ceci montre, comme H est fermé, que exp(tY) € H pour tout ¢t € R. En

conséquence, Y € b et, comme s " h = {0}, on a Y = 0, ce qui donne une
contradiction. O

Corollaire 3.6. Soient G un groupe linéaire et H un sous-groupe fermé de
G. Alors les topologies intrinseques et induites de H coincident, i.e., tout
ouvert de H est l'intersection d’un ouvert de G avec H.

Démonstration. Soit h € H. Une base de voisinages de h dans G est donnée
par des ouverts de la forme hexp V', ot V est un voisinage de 0 suffisamment
petit dans g. Le théoréeme montre que pour tout V suffisamment petit, I'in-
tersection de ce voisinage avec H est de la forme hexpU, ou U = h NV est
un voisinage de 0 dans b. O
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4 Ad, ad

Soit G un groupe linéaire, g son algebre de Lie. Notons Aut(g) le groupe des
automorphismes d’algebres de Lie de g.

Le groupe G agit sur lui-méme par conjugaison, et 'on note Ad cette
action :

Ad(z)y = wyx™'.

Différentions cette action en l'identité : pour tout Y € g,

d
= %(m exp(tY)a™")i=o = ai

Ceci définit une application linéaire, encore notée Ad(x) :

dAd(z)(Y) (exp(zexp(tY)z™"))imo = Yz "

Ad(z):g—g, Y—aYar '
Cette application linéaire est en fait un morphisme d’algebres de Lie. En effet

A@)([Y. Z]) = 2(YZ—2ZY)a
= aYr YaZas' —aZa Y !
[Ad(2)Y, Ad(z)Z].

D’autre part, Ad(z) est inversible, d’inverse Ad(z~'). Ceci montre que
Ad: G — Aut(g) < GL(g)

est une application de G' dans Aut(g). Il est facile de voir que c’est un mor-
phisme de groupes. En particulier, Ad est une représentation de G dans
I’espace vectoriel g. On I'appelle la représentation adjointe de G.

On peut différencier Ad en l'identité. Pour tout X € g :

dAdy g — gl(g)
X — [V L(Ad(exp(tX))Y)imo] = XY - Y X = [X,Y].

On note ad = dAdyg. Ainsi ad(X)(Y) = [X,Y]. L’identité de Jacobi entraine
que pour tous X,Y, Z € g,

ad([X, Y])(2) = [ad(X), ad(Y)](2)

ce qui montre que ad est un morphisme d’algebres de Lie de g dans gl(g).
D’autre part, toujours par 'identité de Jacobi, pour tous X,Y, Z € g,

ad(X)([Y, Z]) = [ad(X)(Y), Z] + [V, ad(X)(2)] -
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Définition 4.1. Une application linéaire A : g — g vérifiant
A(lY, 2]) = [A(Y), Z] + [V, A(Z)]
est appelée une dérivation de l'algebre de Lie g.

On note Der(g) 'ensemble des dérivations de g. On voit facilement que
c’est une sous-algebre de Lie de gl(g).

5 Connexité et correspondance de Lie

En regardant la définition de l'algebre de Lie d’un groupe linéaire, on peut
remarquer cette algebre de Lie ne dépend que de la composante connexe
du groupe contenant l'identité. Il existe plusieurs notions de connexité en
topologie (connexité, connexité par arcs...). Pour les groupes linéaires, elles
coincident toutes, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 5.1. Soit G un groupe linéaire, muni de sa topologie in-
trinseque. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Deux éléments quelconques de G peuwvent étre reliés par un chemin
continu.

(i) G n’est pas l'union de deuz ouverts disjoints non vides.
(111) G est engendré par un voisinage ouvert quelconque de 1d.
(iv) G est engendré par exp U pour tout voisinage U de 0 dans g.

Démonstration. (i) = (ii). Supposons (i) et soient U et V' deux ouverts
disjoints non vides de G dont la réunion est G. Alors un chemin continu
reliant un élément de U a un élément de V' donnerait une partition de I'in-
tervalle de définition du chemin en deux ouverts non vides disjoints, qui est
un contradiction sur le fait que ce soit un intervalle.

(11) == (44i). Supposons (ii) et soit G le sous-groupe engendré par un
voisinage ouvert de Id dans G. Alors G est ouvert dans G, car il contient un
voisinage de chacun de ses points (c’est clair pour Id et pour tout autre point
de Gy par translation). De méme, chaque partie de la forme gGy, g € G, est
ouverte dans G. Comme G peut étre décomposé en une union disjointe de
telles classes a gauche, (ii) entraine G = Gj.
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(1) = (iv). Cette implication est claire car exp U est un voisinage de
Id, d’apres la définition de la topologie intrinseque.

(tv) == (i). Si I'on suppose (iv), alors tout élément g de G peut se
décomposer sous la forme

g = exp Xy exp Xs - - -exp Xg,

les X; étant dans U. En particulier, étant donnés deux éléments aq et a; dans
G, on peut écrire

a1 = agexp Xqexp Xo---exp Xy .

On prend alors a(t) = agexptXjexptXy---exptXy.. C’est un chemin dans
G vérifiant a(0) = ag et a(l) = a. O

Corollaire 5.2. Soit G un groupe linéaire, d’algebre de Lie g. Alors la com-
posante neutre Gy de G (i.e., la composante connere de G contenant 1d)
est le sous-groupe de G engendré par expg. C’est un sous-groupe ouvert,
fermé, distingué de G et c’est ['unique sous-groupe ouvert connexe de G. La
composante connezxe d’un élément g de G est la classe a droite gGy.

Définition 5.1. Le groupe quotient G/Gy est appelé groupe des compo-
santes connexes de G.

Notons

Lie : G — g := Lie (G),

I’application qui a un groupe linéaire associe son algebre de Lie.

Nous allons maintenant énoncer la correspondance de Lie qui met en bi-
jection les groupes linéaires connexes et leurs algebres de Lie. Pour démontrer
ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.3 (Lemme de recouvrement de Baire). Soient G un groupe linéaire
et (A;); une famille dénombrable de sous-ensembles de G telle que G = | J; A;.
Alors l'adhérence de l'un des A; contient un ouvert de G.

Démonstration. Posons g = Lie (G). Raisonnons par I’absurde. Si aucun des
A; ne contient un ouvert de G, le complémentaire de A; est non vide, et
donc, étant ouvert, il contient une partie de la forme aexp By, ou B; est la
boule fermée dans g de centre 0 et de rayon suffisamment petit pour que

16



exp réalise un difféomorphisme de B; sur son image. Pour la méme raison,
le complémentaire de A, dans aexp B; est un ouvert non vide de G contenu
dans aexp By, et contient donc une partie de la forme aexp By, ou By est
une boule fermée de g contenue dans B; (mais non nécessairement centrée
en 0)... On construit ainsi une suite

...c B,cB,1c...c B;.

L’intersection des B; est non vide dans G mais n’intersecte aucun des A;.
Cela donne une contradiction. O

Théoréme 5.4 (Correspondance de Lie). L’application Lie réalise une bi-
jection entre les sous-groupes connezes de GL(n,R) et les sous-algébres de
Lie de gl(n,R), dont la réciproque T : g — T'(g) est donnée par : I'(g) est le
sous-groupe de GL(n,R) engendré par exp g.

Démonstration. Nous avons déja démontré que si G est un groupe linéaire
connexe, alors I'(Lie (G)) = G. Il reste a voir que g = Lie (I'(g)) pour toute
sous-algebre de Lie de gl(n,R). Comme exp(tX) € I'(g) pour tous X € g et
teR, onagc Lie(T'(g)).

Placons-nous dans un voisinage U; de 0 dans g, ou I'exponentielle réalise
un homéomorphisme sur une partie V; de I'(g) contenant Id, la réciproque
étant donnée par log.

Prenons un ouvert U < U; tel que la fonction

C:UxU-—g, (X,Y)~ log(exp(X)exp(Y))

soit bien définie (C(X,Y) est donné par la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff). De plus, on peut prendre pour U une boule ouverte de centre
0, de sorte que U soit une boule fermée, donc compacte. On suppose de
plus que U est tel que expUexpU < Vj. Posons W = C(U,U) de sorte
que expW = expUexpU. Comme C(0,Y) =Y, la fonction ¥ — C(0,Y)
a une différentielle en ¥ = 0 de rang dimg, et par continuité, la fonc-
tion Y — C(X,Y) a la méme propriété pour X suffisamment proche de
0. Le théoreme d’inversion locale implique alors que Y — C(X,Y) est in-
versible dans un voisinage de 0 pour X suffisamment proche de 0 et donc
C(X,U) est un voisinage de X dans g si X est suffisamment proche de 0.
Quitte a restreindre encore U, on peut supposer que tel est le cas pour tout
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X e U. Soit O(X,U) un ouvert contenant X et contenu dans C(X,U). L'en-
semble W := C(U U) = expUexp U est recouvert par les O(X,U), X e W.
Comme W est I'image d’un compact par une application continue, c’est un
compact, et nous pouvons donc extraine un nombre fini d’ouverts (’)(XZ, U),
i=1,...,k, recouvrant W. Ecrivons exp X; = a;a; avec a;,al; € exp U pour
chaque 7, et prenons l'image par exp des 1nclu51ons

we |J ox,v)e | ox,v),

pour obtenir
expUexpU c U a;a,exp U .
i=1,...k
L’ensemble des produits finis d’éléments parmi les a;, a}, avec répétitions, est
dénombrable. Notons-le {b;};en. On obtient facilement par récurrence sur k
que
(exp U)* U b; exp U,

jeN

it (expU)* est I'ensemble des produits de k éléments dans expU. Ceci

montre que
0) = JbjexpU, (5.1)
jeN
ou b; € I'(g).

Appliquons maintenant le lemme de recouvrement de Baire au groupe
I'(g) pour montrer que l'une des parties b, expU est voisinage de 1'un de
ses points, disons ag. Prenons un ouvert U’ < U de Lie (I'(g)) suffisamment
petit de sorte que exp U’ soit ouvert dans I'(g) et que agexp U’ < b, expU.
Réécrivons ceci :

expU’ < cexpU
avec ¢ = ay'b;. Pour X' € U, il existe X € U tel que exp X’ = cexp X,
Comme X est suffisamment proche de 0, il est donné par

X = log(c texp X').
En remplacant X’ par tX’, t € [0, 1], on écrit

exptX' = cexp X(t),
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avec X(t) € U qui dépend différentiablement de ¢. En ¢ = 0, on trouve
¢ = exp(—X(0)) et donc

exptX’ = exp(—X(0)) exp(X(t)).
En différentiant en ¢ = 0, on obtient

_Id- exp(—ad(X(0)))
ad(X(0))

X’ X'(0)
qui est dans g car X (0), X'(0) sont dans g et g est une algebre de Lie. Donc
le voisinage U’ de 0 dans Lie (I'(g)) est dans g, et donc Lie(I'(g)) = g. O

La correspondance de Lie fournit un dictionnaire entre les groupes
linéaires connexes et les algebre de Lie de matrices. Nous allons donner
quelques exemples.

Corollaire 5.5. Soit G un groupe linéaire connezxe d’algebre de Lie g. Alors
G est abélien si et seulement si g est abélienne (i.e., le crochet de Lie est
toujours nul).

Proposition 5.6. Tout groupe linéaire connexe abélien est isomorphe a R™ x
T* pour un certain m € N et un certain k € N.

Démonstration. Soient A un tel groupe et a son algebre de Lie. Comme a est
abélienne, I’exponentielle est un morphisme de groupes, et donc exp a est un
sous-groupe de A. Comme A est connexe, A = exp a. Soit L = ker exp. C’est
un sous-groupe discret de a, puisque ’exponentielle est un dfféomorphisme
au voisinage de 0. Le lemme qui suit donne la forme d’un tel sous-groupe
discret, ce qui permet de terminer aisément la démonstration. O

Lemme 5.7. Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie n et L un
sous-groupe discret de V. Alors il existe une base uy,us, ..., u, de V et un
entier k < n tel que

L =Zuy + Zug + - - - + Zuy, .

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. On considere
un sous-espace W de V tel que L n' W = Zuy + - + Zu,, pour un certain
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entier m < n, ou uq,...,u,, est une famille libre. Ceci existe car on peut
commencer avec W = {0} et m = 0. Supposons que L ne soit pas inclus dans
W et soit u € L, u # W. Considérons I’ensemble des points de V' de la forme

Uy + - F Ay, +ou, 0< g <1,0<ax<].

C’est un ensemble fermé borné de V' qui intersecte L. Il ne contient qu’'un
nombre fini d’éléments du groupe discret L. Parmi ces éléments, choisissons-
en un tel que le coefficient o soit minimal, non nul et appelons-le u,,, . Alors
tout élément de L dans W @ Ru = W @ Ru — m + 1 a pour composante sur
Ru,,+1 un multiple entier de u,,,1. En effet, supposons le contraire : soit

[ =Puy + -+ Bt + Bumyr € L
avec 0 =k+v,keZ,0<v <1. On peut réécrire ceci sous la forme
[ =yu + -+ Yl + (K + v)ou,

ol « est un entier, et en ajoutant un élément bien choisi de L, on trouve
I" € L de la forme

I'=~us + - 4+ Y,um + vau € L,

avec 0 < 7/ < 1. Comme 0 < va < «, ceci contredit la minimalité de «. Tout
ceci montre que

Lan(W®Ru)=(LnW)®Zu—m+1.

On répete I'argument jusqua obtenir ug, ..., u; comme dans le lemme. O

6 Homomorphismes de groupes linéaires.
Revétements

La correspondance de Lie G — Lie (G) est fonctorielle, i.e., qu’elle se prolonge
aux morphismes. Les morphismes entre groupes linéaires sont ici toujours

supposés différentiables (pour la structure de variété différentielle donnée
par la topologie intrinseque). Plus précisément :
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Théoréme 6.1. Soit f : G — H un morphisme (différentiable) entre groupes
linéaires. Soit ¢ = dfiq la différentielle de f en Id. Alors

¢:9—b
est un morphisme d’algebres de Lie et
flexp X) = exp(¢(X)), Xeg.

Démonstration. Montrons que f(expX) = exp(¢(X)). Posons a(s) =
f(exp(sX)). On a

d
%@(3)

—f(eXp((S +1)X))i=0 = —f(eXp(SX) exp(tX))i=o
= f(eXp(sX))%f(eXp(tX))t_o =a(s)p(X).

Ceci montre que a(s) vérifie I'équation différentielle a'(s) = a(s)p(X), avec
condition initial a(0) = Id. Donc a(s) = exp(s¢(X)) et en particulier
)

f(exp X) = exp(a(X)).

Montrons que ¢ est un morphisme d’algebre de Lie, i.e., pour tous X,Y €
9,
O([X,Y]) = [¢(X), 0(Y)].

On part de I’équation

f(exp(tX) exp(sX) exp(—tX)) = exp(tp(X)) exp(s¢(X)) exp(—to(X))

que l'on dérive par rapport a s et que 'on évalue en s =0 :

¢(exp(tX)Y exp(tX)) = exp(to(X))p(Y) exp(—tp(X)).

On dérive maintenant par rapport a t et on évalue en t = 0 :

(X, Y]) = ¢(X)o(Y) — o(Y)o(X) = [¢(X), o(Y)].

Corollaire 6.2. Soit f : G — H un morphisme (différentiable) entre groupes
linéaires. Soit ¢ = dfiq la différentielle de f en Id. Alors

(i) ker (¢) = Lie (ker (f)),
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(i1) si G n’a qu’un nombre au plus dénombrable de composantes connezes,

im (¢) = Lie (im (f)).

Démonstration. (i). Ona X € Lie (ker (f)) si et seulement si f(exp(tX)) = Id
pour tout ¢ € R. Or f(exp(tX)) = exp(t¢(X)), donc X € Lie (ker (f)) se et
seulement si exp(tp(X)) = Id pour tout ¢t € R, i.e., ¢(X) = 0.

(7). Comme f(exp(tX)) = exp(tp(X)), on a im (¢) < Lie (im (f)). Pour
I'inclusion réciproque, il suffit de voir que I'(im (¢)) contient un ouvert de
im (f). Ecrivons le composante neutre Gy = ; A; comme dans "équation
(5.1). Comme G n’a qu'un nombre dénombrable de composantes connexes,

on peut écrire
G = ngGo = ngAj-
k k.j

Ainsi

F(G) = f (o).

Comme les parties A; sont compactes, chaque f(gyA;) est compact, donc
fermé, et d’apres le lemme de recouvrement de Baire, I'un d’eux contient un
ouvert de im (f). O

Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces topologiques.
On dit que f est localement surjective (resp. bijective), si pour tout =z € X,
il existe un voisinage U de = dans X et un voisinage V' de f(z) dans Y tels
que la restriction de f a U soit une surjection (resp. bijection) de U dans V.

Corollaire 6.3. Soit f : G — H un morphisme (différentiable) entre groupes
linéaires. Soit ¢ = dfiq la différentielle de f en Id. Alors

(i) [ est localement injective (en tout point g € G, il existe un voisinage U
de g dans G tel que fiy soit injective) si et seulement si ¢ est injective.

(ii) si G n'a qu’un nombre au plus dénombrable de composantes connexes
et si H est connexe, f est localement surjective si et seulement si ¢ est
surjective.

(i1i) f est localement bijective si et seulement si ¢ est bijective. Dans ce cas,
ker (f) est un sous-groupe discret de G.
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Un morphisme différentiable localement bijectif p : G — G entre groupes
linéaires connexes est appelé un revétement de GG. Le noyau d'un tel mor-
phisme est discret dans G et p est surjectif. Réciproquement, un morphisme
différentiable surjectif a noyau discret entre deux groupes linéaires connexes
est localement bijectf. N

Le noyau de p est nécessairement contenu dans le centre de G. En effet,
tout élément g € G peut étre relié a Id par un chemin continu ¢ — a(t). Pour
tout z € ker (p), on a a(t)za(t)™' € ker (p) et, en t = 0, a(0)za(0)™' = 2. La
fonction ¢ — a(t)za(t)~! est continue, & valeurs dans un sous-groupe discret
de CNJ, donc constante, ce qui prouve I'assertion. Réciproquement, pour tout
sous-groupe central discret Z dans G, la suite exacte

1>27Z—->G—>G/Z—1

fait apparaitre G comme revétement de G/Z (il faut munir G/Z de la topo-
logie quotient et montrer que c’est bien un groupe linéaire).

Remarquons que cette définition de revétement correspond a celle au sens
de la topologie.

Soient G et H deux groupes linéaires respectivement d’algebres de Lie g
et h. Supposons donné un morphisme d’algebres de Lie

¢:9g—b.
Pouvons-nous relever ¢ en un morphisme de groupes linéaires
f:G—-H

de telle sorte que dfiq = ¢ 7

L’exemple de G = C*, H = C, g = h = C et ¢ = Idc montre que tel n’est
pas le cas. En effet, supposons que f existe. Alors f(e*) = exp(¢(z)) = exp(z)
pour tout z € C. Mais il faut prendre garde au fait que dans le membre de
droite de cette équation, ’exponentielle n’est pas I’exponentielle usuelle des
nombres complexes. Pour bien comprendre ceci, il faut revenir aux définitions,
qui demandent de réaliser (C*, x) et (C, +) comme des groupes linéaires. Or,
si (C*, x) = GL(1,C) est trivialement linéaire, il faut étre plus subtil pour
(C, +). Ce groupe se plonge dans GL(2,C) par

|_)12
=~ \o 1)
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et donc son algebre de Lie C s’identifie & une sous-algebre de Lie de gl(2,C) :

~(03)
w00)-(7)

Donc il faut interpréter la formule ci-dessus comme

On a alors

fe®)=expz==z.

Or, on sait que la fonction z — e* n’admet pas d’inverse global sur C*.

Donc si G et H sont donnés comme ci-dessus, un morphisme d’algebres
de Lie ¢ : g — b ne se releve pas forcément en un morphisme de groupes
linéaires. Mais il existe toujours un revetement de G qui va permettre ce
relevement.

Théoreme 6.4. Soient G et H deuz groupes linaires connezes et ¢ : g — b
un morphisme d’algébres de Lie. Alors il existe un revétement p : G — G tel
que @ se releve en un morphisme de groupes

f:é—>H.

Démonstration. Dans I'énoncé ci-dessus, il faut comprendre que les algebres
de Lie de G et G sont identifiées par 'isomorphisme dpq.
Posons

g={(X,Y)egxh|Y =¢(X)}.
C’est le graphe de ¢, et c’est une algebre de Lie de matrices. Soit G le
groupe lui correspondant par la correspondance de Lie : ¢’est un sous-groupe
de G x H. Soient p la restriction a G de la projection de G x H sur G et
f + G — H la restriction a GG de la projection de G x H sur H. On a

dpia:g—9, (X,9(X))—X

qui est un isomorphisme, ce qui montre que p : G — G est un revétement.
D’autre part,

dfia: g — b, (X, ¢(X)> — ¢(X)7

ce qui montre que f est un relevement de ¢. O

24



Exemple 6.1. Reprenons l'exemple G = C* et H = C. Le morphisme
d’algebres de Lie
p:C—>C, z—2z

se releve en un morphisme de G — C, ou

G={M(z):=10 | ze C}.
0

o = O
— an O

En effet p: G — C*, M (z) — €*, est un isomorphisme local et f : G — C,
M(z) — z, releve ¢.

On dit qu’un groupe linéaire connexe G est simplement connexe lors-
qu’il vérifie la condition suivante :

tout morphisme d’algebres de Lie entre son algebre de Lie g et
une algebre de Lie de matrices f se releve en un morphisme de
groupes linéaires entre G et le groupe linéaire H donné par la
correspondance de Lie.

Un groupe est simplement connexe en ce sens s’il est simplement connexe au
sens de la topologie (admis).

Exemples 6.1. Les groupes SL(n, C) sont simplement connexes, ainsi que les
groupes compacts SU(n). Les groupes SO(n, C) ne le sont pas, ni les groupes
compacts SO(n). Il existe un revétement d’ordre 2 de SO(n) simplement
connexe que 'on note Spin(n). Lorsque n = 3, Spin(3) ~ SU(2).

Une question naturelle est de savoir si tout groupe linéaire connexe G ad-
met un revétement simplement connexe G. En topologie, tout espace connexe
“raisonnable” (par exemple, une variété différentiable) admet un revétement
simplement connexe (appelé revétement universel).

Un groupe de Lie est une variété différentiable, munie d’une structure de
groupe telle que le produit et le passage a 'inverse soient C*. Le revétement
universel d'un groupe de Lie connexe peut étre muni d’une structure de
groupe de Lie.

Un groupe linéaire connexe est un groupe de Lie connexe, mais son
revetement universel n’est pas nécessairement linéaire. Ainsi, par exemple, le
groupe SL(2,R) admet un revétement universel SL(2,R) qui est un groupe
de Lie non linéaire. Le noyau de SL(2,R) — SL(2,R) est isomorphe a Z.
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7 Représentations de dimension finie de
groupes linéaires connexes

Soit G un groupe linéaire connexe. Une représentation de dimension finie
(m, V) de G est donnée par un morphisme de groupes linéaires :

m:G— GL(V).
La différentielle de ce morphisme est un morphisme d’algebres de Lie :
dmg: g — gl(V).

Le résultat suivant est immédiat et montre que 1’étude des représentations
de dimension finie de G se rameéne dans une large mesure a 1’étude des
représentations de son algebre de Lie.

Proposition 7.1. Un sous-espace W de V' est stable sous l’action de G si
et seulement sl est stable sous ['action de g.

Ainsi une représentation irréductible de dimension finie de G' donne une
représentation irréductible de g. Si 'on cherche par exemple a déterminer
toutes les représentations irréductibles de dimension finie de G, on com-
mencera par le probleme, en pratique plus simple, de déterminer toutes les
représentations irréductibles de dimension finie de g. Bien str, si G n’est
pas simplement connexe, une représentation de g ne se releve pas forcément
en une représentation de G. La stratégie ici sera alors la suivante. On es-
sale d’identifier le revétement universel G de G. Toute représentation de g
se releve en une représentation de GG. Une telle représentation définit aussi
une représentation de GG si et seulement si elle est triviale sur le noyau du
revetement.

Une représentation de dimension finie de l'algebre de Lie de g est un
morphisme d’algebres de Lie :

¢:g— gl(V),

ou V est un espace vectoriel complexe de dimension finie. Or g est une espace
vectoriel réel et ¢ est R-linéaire. Il est alors avantageux de remplacer g par
sa complexification.
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Définition 7.1. Soit E un espace vectoriel réel. La complexification de F,
notée Eg, est 'espace vectoriel complexe

Ec=FE®rC.

La multiplication par un scalaire A € C d’'un élément v ® z € E¢ est donnée
par

AMo®z) =v®\z.

En pratique, il suffit de comprendre que si (e;);c; est une base de F
(sur R), alors c’est aussi une base de E¢ (sur C). Si dimgE = n, alors
dim ¢ Ec = n. Remarquons que tout espace vectoriel sur C est naturellement
un espace vectoriel sur R, mais que la complexification n’est pas l'inverse
de cette opération. Ainsi la complexification de R est C et C ~ R? en tant
qu’espace vectoriel réel.

Proposition 7.2. Toute application R-linéaire
p:E—-YV,

ou V est un espace vectoriel complexe, se prolonge naturellement en une
application C-linéaire (encore notée ¢)

gZﬁIECHV.

Réciproquement, toute application C-linéaire ¢ : Ec — V est entierement
déterminée par sa restriction a E ~ EQr R € E®r C = E¢ qui est R-
linéaire.

En résumé, il est équivalent d’étudier les représentations R-linéaires de g
dans des espaces vectoriels complexes ou les représentations C-linéaires de sa
complexification gc.

8 Représentations irréductibles de dimension
finie de sl((2,C)

Une base (sur C) de sl(2,C) est

10 0 1 00
(o) m o) (0,



et U'on a les relations de commutations suivantes :
[H,E]=2E, |[H,F|=-2F, |[E,F|=H.

Soit p : sl(2,C) — gl(V') une représentation C-linéaire de dimension finie.
Pour tout A € C, soit V) le sous espace propre (éventuellement nul) de p(H)
pour la valeur propre A\. Comme C est algébriquement clos, si V' est non nul,
il existe un V) non nul.

Lemme 8.1.
p(E)(VA) @ Viga, p(F)(Va) = Via.

Démonstration. Soit v € V). On a :

p(H)(p(E)v) = p(E)(p(H)v) + [p(H), p(E)]v
Ap(E)v + p([H, E])v
= M(E)v+2p(E)v = (A+2)p(E)v

ce qui montre la premiere inclusion. La deuxieme s’obtient de la méme
maniere. O

Comme V est de dimension finie, il n’y a qu'un nombre fini de sous-
espaces propres V) non nuls. Si V' est non nul, il existe donc A\g € C tel que
Vi # {0} et Vi 412 = {0}. Soit 0 # vy € V). Posons, pour tout k € N,

ve = p(F)*uy.

Alors vy, € Vy,—a.
On a par exemple v; = p(F)vy et

p(E)ur p(E)(p(F)vo)
= p(F)(p(E)vo) + [p(E), p(F)]vo
= 0+ p([E, F])vo = p(H )vo

De méme

Il
>0
o/~

SN
3

—

eyl



Tentons d’avancer une hypothese de récurrence :
p(E)vg = k(Mo — k + 1)vg_1 . (H)

Elle est satisfaite pour & = 1,2 et, en utilisant I’hypothese de récurrence, on
obtient, pour k£ > 2 :

p(E)vrer = p(E)(p(F)vx)
E)v) + [p(E), p(F)]ox

= p(F)(p(
= k()\ —k+ 1)vk + ()\0 - Qk)vk
(k+1)(Ao — 1)vg,
D’ou (H).
Tant que les vecteurs v, vy, ..., v; sont non nuls, ils sont linéairement

indépendants, et donc, comme la dimension de V est finie, il existe un plus
petit entier n non nul tel que v,,.; = 0. En particulier v, # 0. On a alors

0= p(E)vpi1 = (n+1)(Ao — n)vy,

d’ou Ny = n.

D’autre part, vg, v1, ..., v, engendre un sous-espace de V' stable sous 1’ac-
tion de sl(2, C). Si I'on suppose que (p, V') est irréductible, on voit alors que
(vo, 1, ..., vy,) est une base de V. En particulier dim¢V =n + 1.

Réciproquement, si n € N, et si l'on fixe une base (vg, vy, . .., v,) de C**1,
alors on définit une représentation (p, C"*') de sl(2,C) par

p(H)Uk = (’fl — 2]€>Uk, ,O(E)Uk = k(n —k+ 1)1)]?,1, p(F)Uk = Vk+1,

pour tout £ = 0,...,n. avec les conventions v_; = v,.1 = 0. On voit fa-
cilement qu’elle est irréductible : tout sous-espace invariant W contient un
vecteur propre non nul pour p(H), qui est donc, a un scalaire non nul pres,
I'un des v;.

Ceci donne la classification des représentations C-linéaires irréductibles de
dimension finie de s[(2, C). Notons (p,, C"*!) la représentation irréductible de
dimension n+1 de sl(2, C) définie ci-dessus. Toute représentation irréductible
C-linéaire de sl(2,C) de dimension n + 1 est isomorphe & (p,, C"*1).

9 Le revétement SU(2) — SO(3)

Rappelons que SU(2) est le groupe des matrices :
SU(2) = {a € GL(2,C) | 'aa = 1d, det(a) = 1},
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et que son algebre de Lie est
su(2) = {X egl(2,C)| X + X =0,tr X =0},.

Plus explicitement, on a donc

su = (5 ) laseCila +17 = 1),

B 1z —ytiz
) = ((, 5 L) Loz,

On voit donc que, topologiquement, SU(2) est la sphere unité dans C? ~ R,
En particulier :

Proposition 9.1. SU(2) est un groupe linéaire connexe, simplement
connexe.

Passons maintenant a SO(3). C’est le groupe de matrices :
SO(3) = {a € GL(3,R) | ‘aa = 1d, det(a) = 1},
dont 'algebre de Lie est

s50(3) = {Xegl(3,R)|X +X =0}

0 -z vy
={l 2z 0 =z||zyzeR}.
-y —x 0

Une base de su(2) est donné par :

0 1 0 —1 i 0
=00 =0 0) =60 %),
et U'on a les relations de commutation suivantes :
[I,J]=2K, [J K|=2I [K,I]=2J.

Munissons su(2) de la forme bilinéaire x symétrique définie par :

K(X,Y) =tr(ad(X)ad(Y)), X,Y esu(2).
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Les relations de commutation ci-dessus donnent les matrices de ad([), ad(J)
et ad(K) dans la base (I, J, K) : on caculer alors facilement que

k(I,1)=k(J,J)=r(K,K)=-8, k(I,J)=r(J,K)=r(K,I)=0.

La base (I, J, K) de su(2) est donc orthogonale et I'on constate que la forme
K est définie négative. Si I'on préfere travailler avec un produit scalaire (défini
positif) et une base orthonormale, on peut remplacer s par —%FL. L’espace
euclidien (su(2), —1k) est alors, par le choix de la base (I, J, K), isomorphe

8
a R? muni de son produit scalaire canonique.

Montrons que la forme « est invariante par I'action adjointe de SU(2) sur
su(2). Il nous faut montrer que

k(Ad(g)X,Ad(g)Y) = k(X,Y), ¢geSU(2),X,Y €su(2),

ie.,

tr (ad(gXg Had(gYg™h)) = tr (ad(X)ad(Y)).
Pour tout Z € su(2),

ad(gXgad(gYg™)Z = [9Xg7 [9Y g, Z]]
= Ad(9)(XY(97'Zg) — (97" Zg9)Y =Y (97 Zg)X
+(97'Zg9)Y X)
Ad(g)(X[Y,Ad(g™")Z] - [Y, Ad(g™") Z] X)
= Ad(g)oad(X)oad(Y)oAd(g ") (Z).
D’ou
tr(ad(gXg ') ocad(gYg ™)) = tr(ad(X) o ad(Y)).
Ainsi Ad est un morphisme du groupe SU(2) dans le groupe orthogonal

O(su(2), k) ~ O(3), et de plus, comme SU(2) est connexe, le déterminant de
Ad(g), g € SU(2), est toujours 1. Donc, en fait, on obtient un morphisme

Ad : SU(2) — SO(su(2), k) ~ SO(3).
La différentielle de ce morphisme est le morphisme d’algebres de Lie

ad : su(2) — so(su(2), k) ~ s0(3).
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Un calcul explicite dans la base (1, J, K) de su(2) montre que

‘ . 0 -2z 2y
d ( ooy ”) — (22 0 -2
Yy +x —12 9y 2% 0

et donc ad réalise un isomorphisme entre su(2) et so(3). Ainsi Ad est un
isomorphisme local entre SU(2) et SO(3). Comme SO(3) est connexe, Ad est
surjectif. Calculons maintenant son noyau. On cherche les g € SU(2) tels que

Ad(g)l =1, Ad(g)J =J, Ad(g)K = K .

Un calcul explicite montre que g est une matrice scalaire. La condition
det(g) = 1 impose alors que g = +Id. Résumons

Proposition 9.2. La suite courte suivante est exacte :
1 — {+Id} — SU(2) — SO(3) — 1.

Le groupe SU(2) est un revétement de SO(3) (d’ordre 2).

10 Représentations irréductibles de SU(2) et
SO(3)

Comme nous 'avons expliquer précédemment, pour étudier les représentations
de dimension finie de SU(2) et SO(3), nous allons étudier celles de leurs
algebres de Lie su(2) ~ so(3). Commengons par identifier la complexification
de su(2) :

su(2)c = su(2) ®g C.

Comme (I, J, K) est une base de su(2) sur R, on obtient :
su(2)c = CIeCJapCK
- 1, Fn ) ez

Y+ —12
- {2 2)1asaea
= 5l(2,C).

Il est donc équivalent d’étudier les représentations R-linéaires de su(2) dans
les espaces vectoriels complexes et les représentations C-linéaires de sl(2, C).
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On exprime I, J, K dans la base (H, E, F') de s1(2,C) et on en déduit I’action
de I,J, K dans (p,, C"1).

Nous allons montrer que les représentations (p,, C"*1) se remontent en
des représentations du groupe SU(2). Pour cela, nous allons commencer par
trouver une autre réalisation de ces représentations.

Soit C[z1, 25| 'espace vectoriel des polynomes a coefficients complexes a
deux variables. Posons 0; = ai 1=1,2, et

27

A
Dp = —201, Dp= —21527 Dy = 2905 — 2101 .

Alors Dg, D, Dy sont des opérateurs différentiels (linéaires a coefficients
constants) qui agissent sur C[z1, 25]. On vérifie par le calcul qu’ils satisfont
les relations de commutation :

[Du,Dg| = 2Dg, [Du,Drp| = —-2Dp, [Dg,Drp|= Dy.

Ainsi
E;Fﬁ l)E, .thﬁ I)F, }¥7H+ I)H

définit une représentation D de sl(2,C) sur C|zq, 22].
Une base de C[z1, 23] est donnée par les monomes 2257 avec k, n entiers
naturels tels que k£ < n. On calcule

Dy(2f257) = (n = 2k)k %, Dp(ha™®) = —(n = WA+,
Dip(e23 ) = —kah 1+,

avec la convention z; ' = 0.

Ceci montre que l'espace C[z1, 23], des polynomes homogenes de degré
n fixé (qui est de dimension n + 1) est stable sous I’action de s[(2,C). La
représentation (D, C|z1, 22],) est équivalente a (p,, C**!) comme on le voit

en normalisant convenablement la base (2825 %),_o_ ., :

Zkzn—k
v = <_1)k 172

(n—k)!"

On peut, en utilisant les écritures de I, J, K dans la base (H, F, F'), exprimer

Dy, Dy, Dk et 'action de I, J, K sur les monomes zfzg_k.

Nous allons maintenant montrer que l'action de s((2, C) sur C[zy, z2],, est
la différentielle d’une représentation de SL(2,C) dans ce méme espace.
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En effet, SL(2, C) agit naturellement sur C?, et donc sur C[zy, 25|, par

(p(9)P)(21,22) = P(g (21, 22)) -

b
d

. d —b
son inverse g~ = ( a ), et donc

), ad—bc = 1, est un élément de SL(2, C),

N - . a
De maniere explicite, si g = (
c

g e, ) = < d _b) (Zl) = (dz; — bz, —cz1 + azy) .

—c a 2

Ainsi
(p(9)P)(z1, 22) = P(dzy — bzy, —cz1 + azy) .
Il est clair que cette action préserve les polynomes homogenes de degré n.

On en déduit donc une représentation (p, C[z1, z2],,). Nous allons maintenant

calculer sa différentielle.

Soit X = (?; g) dans sl(2,C) (i.e., § = —a) et posons

g(t) = exp(X) (Zg; 28) eSL(2,C), teR.

On a ¢g(0) = Id et ¢'(0) = X, ie., d/(0) = «,... On peut alors calculer la
différentielle de p :

(dp(X)P)(z1,22) = %((p(g(t))P)(zl,ZQ))t_o
= E(P(d(t)zl — b(t)z2, —c(t)z1 + a(t)z2))i=o0
= (521 — BZQ)(al.P)(Zl, ZQ) + (—’721 + O{ZQ)(aQP)(Zl, Zg) .

En particulier on trouve :
dp(H) = —2101 + 2205, dp(E) = —2201, dp(F) = —210.

Nous retrouvons ainsi la représentation (D, Clz1, 2z2]) de s[(2,C), équivalente
Y ( Pns Cn-ﬁ-l) )

Restreignons maintenant la représentation (p,C[zy, 22],) & SU(2) <
SL(2,C). Notons (m,, V,,) cette représentation. Nous avons montré que toute
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représentation irréductible de dimension n + 1 de SU(2) est équivalente a
(5, ©1).

Les représentations irréductibles de dimension finie de SO(3) sont celles
obtenues a partir de celles de SU(2) triviales en —Id € SU(2). Or —Id agit
sur un polynome P par

(p(=1d)P)(z1, 22) = P(—21,—22) -

Ainsi les représentations de SU(2) triviales en —Id sont les (m,, V) pour n
pair.

11 Représentations irréductibles de dimen-
sion finie de SL(2,R)

Le travail fait dans le paragraphe précédent permet aussi d’obtenir les
représentations irréductibles de dimension finie de SL(2,R). Remarquons
tout d’abord que ce groupe est non compact. Néanmoins, il est connexe
et ses représentations de dimension finie donnent par différentiation de
représentations de dimension finie de 1'algebre de Lie sl(2,R). Celles-ci cor-
respondent a leur tour a des représentations C-linéaires de dimension finie
de s1(2, C). On sait que l'irréducibilité est préservée par ces correspondances.
Les représentations irréductibles C-linéaires de dimension finie de sl(2,C)
ont été déterminées plus haut. Il reste a voir si elles se remontent en des
représentations du groupe SL(2,R).

La méme méthode que celle utilisée pour SU(2) marche, car on vu
qu’elles se remontent en des représentations de SL(2,C), que 'on peut en-
suite restreindre a SL(2, R). On voit donc que les représentations irréductibles
de dimension finie de SL(2,R) sont en bijection avec les représentations
irréductibles (de dimension finie) de SU(2) et qu’elles sont dans les deux
cas obtenues par restriction des représentations irréductibles de dimension
finie de SL(2,C), dont la différentielle est C-linéaire.

Lorsqu’un sous-R-espace vectoriel E/ d'un espace vectoriel complexe V' est
tel que Fc ~ V, on dit que E est une forme réelle de V. Ce qui se passe ici
est que s[(2,R) et su(2) sont deux formes réelles de s[(2, C). On peut étendre
cette notion (en utilisant le formalisme des groupes algébriques) et dire que
SL(2,R) et SU(2) sont deux formes réelles de SL(2, C).

Une autre conséquence de ceci est que les représentations de dimension
finie de SL(2,R) sont complétement réductibles. Ceci n’est pas évident car
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SL(2,R) n’étant pas compact, il n’existe pas de produit scalaire invariant sur
une représentation de dimension finie de SL(2,R) qui n’est pas la triviale.

L’astuce qui consiste a relier la théorie des représentations de dimension
finie d’'un groupe linéaire connexe G a celle d'un groupe compact K, ces
deux groupes étant des formes réelles d’'un méme groupe complexe G est
due a H. Weyl et est connue sous le terme d’unitarian trick. Par exemple,
SL(n,R) et SU(n) sont des formes réelles de SL(n,C), SO(p, q) et SO(p + q)
sont des formes réelles de SO(p + ¢, C)...

Tout ceci marche pour les représentations de dimension finie. Par contre,
on sait que si G est un groupe linéaire (connexe) non compact, il possede des
représentations irréductibles de dimension infinie. Par exemple, c’est le cas
de SL(2,R).

Etudier ces représentations est la ou I’histoire commence a se compliquer.
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