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5 Connexité et correspondance de Lie 15

6 Homomorphismes de groupes linéaires. Revêtements 20
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1 Le groupe GLpn,Kq et son algèbre de Lie

glpn,Kq
La notation K désigne un corps pouvant être soit R, soit C.

Soit MnpKq l’algèbre sur K des matrices carrés n ˆ n à coefficients dans
K. C’est un espace de dimension n2 et toutes les normes sur cet espaces sont
donc équivalentes. On suppose Kn muni de la norme usuelle provenant du
produit scalaire canonique si K “ R et du produit hermitien canonique si
K “ C. Munissons MnpKq de la norme d’opérateur

}X} :“ sup
xPKnzt0u

}Xv}

}x}
.

Cette norme vérifie

}XY } ď }X}}Y }, X, Y PMnpKq . (1.1)

L’algèbre MnpKq est donc munie d’une norme qui en fait un espace de
Banach.

Rappelons maintenant quelques propriétés du groupe des matrices inver-
sibles GLpn,Kq. On note In la matrice identité de MnpKq.

Proposition 1.1. Le groupe des matrices inversibles GLpn,Kq est un groupe
topologique pour la topologie induite de celle de MnpKq. De plus GLpn,Kq est
un ouvert dense dans MnpKq.

Démonstration. Considérons l’application det : MnpKq Ñ K. C’est une
application polynomiale, donc continue, et le groupe GLpn,Kq est l’image
réciproque de K˚. Ceci montre que GLpn,Kq est un ouvert de MnpKq.
Le produit matriciel est continu d’après (1.1). D’autre part, l’inverse de

X P GLpn,Kq est donné par X´1 “ detpXq´1 trX, où rX désigne la comatrice
de X. Les coefficients de la comatrice de X sont des fonctions polynomiales
en les coefficients de X. Ceci montre que le passage à l’inverse est une appli-
cation continue. Le groupe GLpn,Kq est ainsi muni d’une structure de groupe
topologique. Soient X P MnpKq non nul et λ0 le plus petit module non nul
des modules des valeurs propres de X dans C. Alors la matrice X ´ λIn a
toutes ses valeurs propres non nulles si 0 ă |λ| ă λ0, λ P K, et est donc
inversible. Ceci montre que GLpn,Kq est dense dans MnpKq.
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Comme GLpn,Kq est un ouvert de MnpKq, l’espace tangent à GLpn,Kq
en l’identité s’identifie à MnpKq. Le produit dans GLpn,Kq donne par
différentiation un “crochet de Lie” sur MnpKq. Nous verrons cela de manière
plus générale dans la suite. Pour le moment, munissons MnpKq de l’opération
suivante :

pX, Y q ÞÑ rX, Y s :“ XY ´ Y X, X, Y PMnpKq .

On remarque que c’est une application bilinéaire antisymétrique de MnpKqˆ
MnpKq dans MnpKq. Elle vérifie d’autre part l’identité de Jacobi :

rX, rY, Zss ` rZ, rX, Y ss ` rY, rZ,Xss “ 0 . (1.2)

Définition 1.1. Une algèbre de Lie g sur K est un K-espace vectoriel muni
d’une application (appelée “crochet de Lie”) :

r¨, ¨s : gˆ gÑ g

bilinéaire, antisymétrique et vérifiant l’identité de Jacobi (1.2).
Une sous-algèbre de Lie de g est un sous-espace vectoriel de g stable

par crochet de Lie.
Un idéal I de l’algèbre de Lie g est un sous-espace vectoriel de g tel que,

pour tous X P I et Y P g, rX, Y s P I.

Exemples 1.1. – Nous avons vu que MnpKq est une algèbre de Lie. On
la note glpn,Kq. Plus généralement, si V est un espace vectoriel sur K,
EndpV q est une algèbre de Lie, notée glpV q.

– slpn,Kq est la sous-algèbre de Lie de glpn,Kq des matrices de trace
nulle.

– bpn,Kq est la sous-algèbre de Lie de glpn,Kq des matrices triangulaires
supérieures.

– npn,Kq est la sous-algèbre de Lie de glpn,Kq des matrices triangulaires
supérieures strictes. C’est un idéal de bpn,Kq.

– sopnq est la sous-algèbre de Lie de glpn,Rq des matrices anti-
symétriques.

– supnq est la sous-algèbre de Lie de glpn,Cq des matrices antihermi-
tiennes.
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– Soit M une variété différentiable et X pMq l’espace des champs de vec-
teurs sur M . Alors X pMq muni du crochet de Lie des champs de vec-
teurs est une algèbre de Lie sur R.

Définition 1.2. Un morphisme d’algèbres de Lie est une application linéaire
entre algèbres de Lie respectant le crochet de Lie. Un morphisme d’algèbres
de Lie d’une algèbre de Lie g dans glpV q est appelée représentation de g dans
l’espace vectoriel V .

2 L’application exponentielle

Définition 2.1. Soit X un élément de MnpKq. L’exponentielle de X, notée
expX, désigne la somme de la série (normalement convergente dans l’espace
de Banach MnpKq)

`8
ÿ

n“0

Xn

n!
.

Donnons quelques propriétés de l’exponentielle.

Proposition 2.1. Soient X, Y PMnpKq.

(i) Si X et Y commutent (i.e., rX, Y s “ 0), expX expY “ exppX ` Y q.

(ii) L’exponentielle est à valeurs dans GLpn,Kq et

pexpXq´1 “ expp´Xq .

(iii) Pour tous t, s P K,

exppsXq expptXq “ exppps` tqXq .

(iv) L’application K Ñ GLpn,Kq, t ÞÑ expptXq, est l’unique solution
différentiable de l’équation différentielle du premier ordre

a1ptq “ Xaptq

avec condition iniitale ap0q “ In.

(v) L’application K Ñ GLpn,Kq, t ÞÑ expptXq, est l’unique solution
différentiable de l’équation fonctionnelle

apsqaptq “ aps` tq, ap0q “ In, a1p0q “ X .

4



(vi) Pour tout g P GLpn,Kq, g expXg´1 “ exppgXg´1q.

Démonstration. Démontrons (i). On a

expX expY “

˜

`8
ÿ

n“0

Xn

n!

¸˜

`8
ÿ

n“0

Y n

n!

¸

“

`8
ÿ

k,l“0

XkY l

k!l!
.

Si X et Y commutent, alors

exppX ` Y q “
`8
ÿ

n“0

pX ` Y qn

n!
“

`8
ÿ

n“0

1

n!

ÿ

k`l“n

n!

k!l!
XkY l

`8
ÿ

k,l“0

XkY l

k!l!
.

On en déduit immédiatement (ii) et (iii).
La série définissant l’exponentielle étant à convergence normale, on peut

dériver terme à terme. On obtient

d

dt
pexp tXq “

d

dt

`8
ÿ

n“0

tnXn

n!
“

`8
ÿ

n“0

tnXn`1

n!
“ X expptXq “ expptXqX .

Comme expp0q “ In, on voit que t ÞÑ exp tX est une solution de l’équation
différentielle du (iv).

Supposons que aptq soit une autre solution. On a

d

dt
pexpp´tXqaptqq “ expp´tXqp´Xqaptq ` expp´tXqa1ptq “ 0 .

On en déduit que aptq “ expptXq.
Montrons (v). Soit aptq une solution de l’équation fonctionnelle. On a

d

dt
aptq “ lim

sÑ0

apt` sq ´ aptq

s
“ aptq lim

sÑ0

apsq ´ In
s

“ aptqa1p0q “ aptqX .

L’assertion découle alors de (iv).
(v) est évident.

Remarque. On peut reformuler (iii) en disant que

t ÞÑ expptXq

est un morphisme de groupes (continu) de R dans GLpn,Kq. On appelle un
tel morphisme un sous-groupe à un paramètre de GLpn,Kq.
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Proposition 2.2. L’application exponentielle

exp : MnpKq Ñ GLpn,Kq

est de classe C8. Sa différentielle à l’origine est l’application identique de
MnpKq.

Démonstration. L’exponentielle étant définie par une série normalement
convergente, elle est C8. On a

} exppXq ´ expp0q ´X} “ }XεpXq} .

avec εpXq “
ř

kě1
Xk

pk`1q!
. Cette fonction est définie par une somme nor-

malement convergente, donc est continue, et εp0q “ 0. Ceci montre que
la différentielle de l’exponentielle à l’origine est l’application identique de
MnpKq. Le calcul de la différentielle fera l’objet d’un exercice.

Corollaire 2.3. Il existe un voisinage U de 0 dans MnpKq et un voisinage
ouvert V de In dans GLpn,Kq tels que l’application exponentielle réalise un
difféomorphisme de U sur V.

Démonstration. Conséquence du théorème d’inversion locale.

Remarque. On verra en TD que quitte à restreindre les ouverts U et V dans
le corollaire ci-dessus, l’inverse de l’exponentielle est donnée par une série.
On note log : V Ñ U cet inverse. On montre que, pour tout X, Y P glpn,Kq
et tout t P R suffisamment petit :

logpexpptXq expptY qq “ tX ` tY `
t2

2
rX, Y s ` opt3q .

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff calcule le développement à tout
ordre en t. L’essence de la formule est que le terme en tn peut s’exprimer
partir de crochets successifs de X et Y .

3 Groupes linéaires

Définition 3.1. On appelle groupe linéaire tout sous-groupe du groupe
général linéaire GLpn,Rq.
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Remarque. Tout sous-groupe d’un groupe linéaire est linéaire. Le groupe
GLpn,Cq est linéaire car on peut le plonger naturellement dans GLp2n,Rq.

Exemples 3.1. – Le groupe SLpn,Kq des matrices de déterminant 1.

– Le groupe Bpn,Kq des matrices triangulaires supérieures inversibles.

– Le groupe Npn,Kq des matrices triangulaires supérieures avec que des
1 sur la diagonale.

– Le groupe SOpnq des matrices orthogonales (réelles) de déterminant 1.

– Le groupe SUpnq des matrices unitaires (complexes) de déterminant 1...

Définition 3.2. Soit G un groupe linéaire, disons G Ă GLpn,Rq. L’espace
tangent g à G en In est l’espace des matrices X P glpn,Rq telle qu’il existe
une courbe aptq, définie sur un intervalle ouvert de R autour de 0, de classe
C1, à valeurs dans G, et vérifiant ap0q “ In et a1p0q “ X.

Donnons la propriété fondamentale de cet espace tangent.

Proposition 3.1. L’espace tangent g est une sous-algèbre de Lie de glpn,Rq.

Démonstration. Soient X, Y P g et α, β P R. Soient aptq et bptq des courbes
de classe C1 dans G vérifiant ap0q “ bp0q “ In et a1p0q “ X, b1p0q “ Y .
Posons cptq “ apαtqbpβtq. On a bien cp0q “ In et c1p0q “ αX ` βY . Ceci
montrer que g est un sous-espace vectoriel de glpn,Rq. Montrons maintenant
que rX, Y s P g. Posons, pour s suffisamment proche de 0,

csptq “ apsqbptqapsq´1 .

C’est une courbe dans G vérifiant csp0q “ In et c1sp0q “ apsqY apsq´1. Ceci
montre que apsqY apsq´1 P g pour s suffisamment proche de 0. Maintenant
s ÞÑ apsqY apsq´1 est une courbe dans g et son vecteur tangent en 0 est dans
g. Donc

rX, Y s “ XY ´ Y X “
d

ds

`

apsqY apsq´1
˘

|s“0
P g .

On appelle g l’algèbre de Lie du groupe linéaireG. Un résultat crucial dans
la théorie des groupes linéaires est que l’application exponentielle renvoie
l’algèbre de Lie g dans le groupe G.
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Théorème 3.2. Soient G un groupe linéaire et g son algèbre de Lie. Alors
l’application exp envoie g dans G.

Démonstration. L’idée est la suivante. On a exp 0 “ In et si X P g, alors
d
dt
pexp tXq|t“0 “ X. Donc la courbe cptq “ exp tX passe par In P G en 0 et

est tangente à G au point In. L’espace tangent à G en un point g quelconque
de G peut s’identifier à gg. La courbe t ÞÑ gcptq à valeurs dans G est donc
tangente à G en t “ 0, i.e., au point g. Il est donc raisonnable de croire que la
courbe cptq, qui est tangente en chaque point à G, reste dans G. Démontrons-
le rigoureusement.

L’algèbre de Lie g est par définition une sous-algèbre de Lie de glpn,Rq
pour un certain n. En particulier k “ dim g ď n2. Choisissons une base
X1, . . . , Xk de g et soit s un supplémentaire de g dans glpn,Rq. Pour tout
i “ 1, . . . , k, soit aiptq une courbe dans G passant par In en 0 et dont la
dérivée en 0 est le vecteur Xi. Les courbes ai sont définies dans un voisinage
ouvert de 0.

Posons, pour tout X “ t1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` tkXk P g, avec les ti suffisamment
proches de 0,

φpXq “ apt1qapt2q ¨ ¨ ¨ aptkq,

pour tout Y P s,
ψpY q “ In ` Y

et, pour tout X ` Y P glpn,Rq avec X P g et Y P s,

kpX ` Y q “ φpXqψpY q .

Calculons la différentielle de k en 0. On a

dφ0pXq “ X, dψ0pY q “ Y,

d’où dk0pX ` Y q “ X ` Y , i.e., dk0 est l’application identique de glpn,Rq.
Cette différentielle en 0 étant inversible, d’après le théorème d’inversion lo-
cale, il existe un voisinage ouvert U de 0 dans g et un voisinage ouvert V de
0 dans s tels que k soit un difféomorphisme de U ˆ V sur un voisinage W de
In dans GLpn,Rq.

Pour tout a P W , posons k´1paq “ F paq ` Hpaq, avec F paq P U et
Hpaq P V . Si Hpaq “ 0, alors a “ φpF paqqψp0q “ φpF paqq est dans G.

Soit pX, Y q P U ˆ V . Alors pour tout Z P g et tout τ dans un voisinage
ouvert de 0 dans R suffisamment petit, on a

HpφpX ` τZqψpY qq “ Y .
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Posons a “ kpX ` Y q. En différentiant en τ “ 0, on obtient

0 “ dHapdφXpZqψpY qq “ dHapdφXpZqφpXq
´1aq . (3.1)

La courbe
τ ÞÑ φpX ` τZqφpXq´1

est une courbe différentiable dans G, valant In en 0 et dont la dérivée en 0
est

d

dτ

`

φpX ` τZqφpXq´1
˘

|τ“0
“ dφXpZqφpXq

´1 .

Ceci montre que dφXpZqφpXq
´1 est dans g.

Définissons AX : g Ñ g, AXpZq “ dφXpZqφpXq
´1. C’est une application

linéaire qui dépend continûment de X. Remarquons que A0 “ Idg, étant
donné que dφ0pZq “ Z et φp0q “ In. En particulier, detA0 ‰ 0. Par conti-
nuité, detAX ‰ 0 pour X dans un voisinage de 0 dans g. Quitte à réduire U ,
on peut supposer que tel est le cas pour tous les X dans U .

L’équation (3.1) donne

0 “ dHapAXpZqaq

pour tout X suffisamment proche de 0 dans g. L’application linéaire AX étant
inversible pour X dans U , ceci peut alors se réécrire

0 “ dHapZaq . (3.2)

Montrons maintenant que exp envoie g dans G. Soit X P g et posons bptq “
expptXq. Pour t suffisamment proche de 0, bptq est dans W , et donc on peut
appliquer (3.2) pour bptq ce qui donne

0 “ dHbptqpXbptqq “
d

dt
Hpbptqq .

La fonction t ÞÑ Hpbptqq est donc constante dans un voisinage de 0. Comme on
a Hpbp0qq “ 0, cette fonction constante est nulle. Ceci montre que expptXq “
bptq P G pour t dans ce voisinage de 0.

Il reste à étendre cette relation à tout t P R. Mais comme pour tout entier
k P N˚,

expptXq “

ˆ

exp

ˆ

t

k
X

˙˙k

,

ceci est facilement établi.
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Corollaire 3.3. L’algèbre de Lie g d’un groupe linéaire G dans GLpn,Rq est
l’ensemble des éléments X PMnpRq tels que expptXq P G pour tout t P R.

Démonstration. Une inclusion provient du théorème, l’autre de la définition
de g en considérant les courbes t ÞÑ expptXq pour X PMnpRq.

Corollaire 3.4. Soient G un groupe linéaire dans GLpn,Rq et g son algèbre
de Lie. Il existe un ouvert U dans GLpn,Rq contenant l’identité tel que tout
élément g P U X G, pouvant être relié dans G à l’identité par un chemin
différentiable restant dans U , est de la forme g “ expX pour un certain
X P g.

Remarque. Cette propriété de l’exponentielle est subtile. Il se trouve des
groupes linéaires G de GLpn,Rq tel que tout voisinage de l’identité contienne
des éléments de G qui ne sont pas dans l’image de l’exponentiel (exemple : Qˆ
dans Rˆ “ GLp1,Rq). Il existe aussi des groupes linéaires dont l’application
exponentielle est surjective, et malgrè cela, possédant des éléments arbitrai-
rement proche de l’identité ne pouvant être relié à celle-ci par un chemin
différentiable dans G restant proche de l’identité (voir l’exemple suivant).

Exemple 3.1 (La droite dans le tore). L’algèbre de Lie du groupe Up1q “
tz P C | |z| “ 1u est iR. L’application exponentielle exp : iR Ñ Up1q est
dans ce cas un morphisme de groupes de noyau 2πZ. Le tore T “ T2 est la
sous-variété Up1q ˆ Up1q de Cˆ C, que l’on voit comme groupe linéaire par

pz1, z2q ÞÑ

ˆ

z1 0
0 z2

˙

P GLp2,Cq .

Son algèbre de Lie est t » iRˆ iR. Soit

X “

ˆ

iα 0
0 iβ

˙

P t .

Cet élément définit un sous-groupe à un paramètre L de T :

t ÞÑ exp tX “

ˆ

e2iπα 0
0 e2iπβ

˙

.

La nature du sous-groupe à un paramètre L ainsi défini dépend du rapport
α{β. Pour simplifier, nous supposons α ą 0, β ą 0.

10



Si α{β est rationnel, disons α{β “ p{q avec p et q premiers entre eux,
alors L est une courbe fermée dans T, dont le première composante décrit p
rotations, tandis que la seconde en décrit q. On a L » R{ p

α
Z. Le groupe L

est un sous-groupe fermé de GLp2,Cq. La topologie induite sur L par celle
de GLp2,Cq cöıncide avec la topologie quotient de R{ p

α
Z.

Si α{β est irrationnel, alors t ÞÑ exp tX est injective et L est dense dans
T. La topologie induite par celle de GLp2,Cq ne cöıncide pas avec celle in-
trinsèque donnée par l’isomorphims  L » R . En effet, un élément de L peut
être très proche de l’identité pour la topologie induite, mais un chemin dans
L le reliant à l’identité peut devoir faire plusieurs tours du tore.

Remarque. Une conséquence du théorème 3.2, tenant compte de la re-
marque 2, est que le produit dans un groupe linéaire, au voisinage de l’iden-
tité, est déterminé par la structure de son algèbre de Lie.

La définition d’un groupe linéaire G comme sous-groupe de GLpn,Rq
pour un certain n munit G d’une topologie, la topologie induite qui en fait
un groupe topologique. D’autre part, nous avons montré que l’exponentielle
envoie g dans G. Comme g est naturellement en tant qu’espace vectoriel de
dimension finie un espace topologique (un espace de Banach de dimension
finie), on peut se servir de l’exponentielle pour munir G d’une autre topologie,
la topologie intrinsèque. Une base de voisinages de l’identité est obtenue
en prenant des voisinages de la forme expU , où u est un voisinage de 0
suffisamment petit dans g (dans le domaine où l’exponentielle est injective).
Par translation, nous obtenons une base de voisinages en chaque point de
G, qui fait encore de G un groupe topologique. Dans cette topologie, au
voisinage de chaque point, G “ressemble” à l’espace vectoriel g. En termes
techniques, G est muni d’une structure de variété différentiable. Ceci
permet de définir sur G la notion de fonction différentiable (et même C8).
On dit alors que G est un groupe de Lie.

La quesiton évidente qui se pose alors est celle de la comparaison de ces
deux topologies. Prenons un premier exemple, celui de l’inclusion de Qˆ dans
Rˆ “ GLp1,Rq, qui fait de Qˆ un groupe linéaire. Comme Qˆ est d’intérieur
vide dans Rˆ, on voit que son algèbre de Lie est réduite à t0u. La topologie
intrinsèque de Qˆ est donc discrète, et ne cöıncide pas avec la topologie
induite, qui est moins fine.

C’est une conséquence directe des définitions que la topologie intrinsèque
est toujours plus fine que la topologie induite, puisque l’exponentielle est
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continue. Le résultat suivant donne un critère simple pour que les deux to-
pologies cöıncident.

Théorème 3.5. Soit G un groupe linéaire, muni de la topologie intrinsèque.
Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit s un supplémentaire de h dans g.
Alors il existe un voisinage U de 0 dans s tel que l’application

Ψ : H ˆ U Ñ G, ph, Y q ÞÑ h expY

réalise un difféomorphisme de H ˆ U dans un voisinage de H dans G.

Démonstration. Dans cet énoncé, H est bien entendu muni de sa topologie
intrinsèque qui en fait un groupe de Lie, sinon on en pourrait pas parler de
difféomorphisme. Montrons tout d’abord que la différentielle de

H ˆ sÑ G, ph, Y q ÞÑ h expY

est inversible en chaque point ph,Xq avec X dans un voisinage U de 0 dans
s. Par translation à gauche par h´1, il suffit de le montrer aux points pId, Xq,
et par continuité, il suffit de le démontrer pour le point pId, 0q. Mais en ce
point, la différentielle de Ψ est seulement

hˆ sÑ g, pX, Y q ÞÑ X ` Y

qui est inversible puisque h‘ s “ g. Il découle du théorème d’inversion locale
qu’il existe un voisinage U de 0 dans s tel que l’application

H ˆ U Ñ G, ph, Y q ÞÑ h expY

est un difféomorphisme local sur un voisinage de H dans G, i.e., pour tout
point ph, Y q P HˆU , il existe un voisinage ouvert Vh,Y de ph, Y q dans HˆU
tel que Ψ réalise un difféomorphisme de Vh,Y sur son image.

Il suffit de montrer qu’en prenant U plus petit, on peut faire en sorte que
l’application ci-dessus devienne injective, et réalise ainsi un difféomorphisme
sur son image.

Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas, i.e., pour tout voisinage
V de 0 dans s, il existe h1, h2 P H et Y1, Y2 P V avec Y1 ‰ Y2 tels que

h1 expY1 “ h2 expY2 .

Alors exppY1q expp´Y2q P H. Comme

ψ : hˆ sÑ G, pX, Y q ÞÑ expX expY
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est de différentielle inversible en p0, 0q, ψ réalise un difféomorphisme d’un voi-
sinage W de p0, 0q sur son image ψpW q, qui est un ouvert contenant l’identité
dans G. On voit que pour V assez petit, exppY1q expp´Y2q P ψpW q s’écrit de
manière unique

exppY1q expp´Y2q “ expX expY

avec pX, Y q P W . On en déduit que l’on a expY P H. D’autre part, Y ‰ 0,
sinon l’égalité exppY1q expp´Y2q “ expX donnerait

expX expY2 “ expY1

et par unicité de l’écriture de expY1 (sous ψ), on aurait Y1 “ Y2 (et X “ 0).
Mais on a supposé que Y1 ‰ Y2.

On voit donc ainsi que l’on peut trouver Y ‰ 0 dans s aussi proche de
0 que l’on veut vérifiant expY P H. Soit une suite pYkq d’éléments non nuls
vérifiant ces hypothèses et tendant vers 0 dans s. La suite p Yk

}Yk}
q est bornée

dans s (on a choisi une norme quelconque sur s). Quitte à extraire une sous-
suite, on peut supposer que cette suite converge. La limite est un élément Y
de s et de norme 1, donc non nul.

Fixons t P R. Prenons des entiers nk tels que nk}Yk} tende vers t (il suffit
de prendre nk tel que nk}Yk} ď t ď pnk ` 1q}Yk}). On a alors :

pexpYkq
nk “ exppnkYkq “ exppnk}Yk}

Yk
}Yk}

q Ñ expptY q .

Ceci montre, comme H est fermé, que expptY q P H pour tout t P R. En
conséquence, Y P h et, comme s X h “ t0u, on a Y “ 0, ce qui donne une
contradiction.

Corollaire 3.6. Soient G un groupe linéaire et H un sous-groupe fermé de
G. Alors les topologies intrinsèques et induites de H cöıncident, i.e., tout
ouvert de H est l’intersection d’un ouvert de G avec H.

Démonstration. Soit h P H. Une base de voisinages de h dans G est donnée
par des ouverts de la forme h expV , où V est un voisinage de 0 suffisamment
petit dans g. Le théorème montre que pour tout V suffisamment petit, l’in-
tersection de ce voisinage avec H est de la forme h expU , où U “ hX V est
un voisinage de 0 dans h.

13



4 Ad, ad

Soit G un groupe linéaire, g son algèbre de Lie. Notons Autpgq le groupe des
automorphismes d’algèbres de Lie de g.

Le groupe G agit sur lui-même par conjugaison, et l’on note Ad cette
action :

Adpxqy “ xyx´1 .

Différentions cette action en l’identité : pour tout Y P g,

dAdpxqIdpY q “
d

dt
px expptY qx´1qt“0 “

d

dt
pexppx expptY qx´1qqt“0 “ xY x´1 .

Ceci définit une application linéaire, encore notée Adpxq :

Adpxq : gÑ g, Y ÞÑ xY x´1 .

Cette application linéaire est en fait un morphisme d’algèbres de Lie. En effet

AdpxqprY, Zsq “ xpY Z ´ ZY qx´1

“ xY x´1xZx´1 ´ xZx´1xY x´1

“ rAdpxqY,AdpxqZs .

D’autre part, Adpxq est inversible, d’inverse Adpx´1q. Ceci montre que

Ad : GÑ Autpgq Ă GLpgq

est une application de G dans Autpgq. Il est facile de voir que c’est un mor-
phisme de groupes. En particulier, Ad est une représentation de G dans
l’espace vectoriel g. On l’appelle la représentation adjointe de G.

On peut différencier Ad en l’identité. Pour tout X P g :

dAdId : g Ñ glpgq
X ÞÑ

“

Y ÞÑ d
dt
pAdpexpptXqqY qt“0

‰

“ XY ´ Y X “ rX, Y s .

On note ad “ dAdId. Ainsi adpXqpY q “ rX, Y s. L’identité de Jacobi entraine
que pour tous X, Y, Z P g,

adprX, Y sqpZq “ radpXq, adpY qspZq

ce qui montre que ad est un morphisme d’algèbres de Lie de g dans glpgq.
D’autre part, toujours par l’identité de Jacobi, pour tous X, Y, Z P g,

adpXqprY, Zsq “ radpXqpY q, Zs ` rY, adpXqpZqs .
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Définition 4.1. Une application linéaire A : gÑ g vérifiant

AprY, Zsq “ rApY q, Zs ` rY,ApZqs

est appelée une dérivation de l’algèbre de Lie g.

On note Derpgq l’ensemble des dérivations de g. On voit facilement que
c’est une sous-algèbre de Lie de glpgq.

5 Connexité et correspondance de Lie

En regardant la définition de l’algèbre de Lie d’un groupe linéaire, on peut
remarquer cette algèbre de Lie ne dépend que de la composante connexe
du groupe contenant l’identité. Il existe plusieurs notions de connexité en
topologie (connexité, connexité par arcs...). Pour les groupes linéaires, elles
cöıncident toutes, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 5.1. Soit G un groupe linéaire, muni de sa topologie in-
trinsèque. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Deux éléments quelconques de G peuvent être reliés par un chemin
continu.

(ii) G n’est pas l’union de deux ouverts disjoints non vides.

(iii) G est engendré par un voisinage ouvert quelconque de Id.

(iv) G est engendré par expU pour tout voisinage U de 0 dans g.

Démonstration. piq ùñ piiq. Supposons piq et soient U et V deux ouverts
disjoints non vides de G dont la réunion est G. Alors un chemin continu
reliant un élément de U à un élément de V donnerait une partition de l’in-
tervalle de définition du chemin en deux ouverts non vides disjoints, qui est
un contradiction sur le fait que ce soit un intervalle.
piiq ùñ piiiq. Supposons piiq et soit G0 le sous-groupe engendré par un

voisinage ouvert de Id dans G. Alors G0 est ouvert dans G, car il contient un
voisinage de chacun de ses points (c’est clair pour Id et pour tout autre point
de G0 par translation). De même, chaque partie de la forme gG0, g P G, est
ouverte dans G. Comme G peut être décomposé en une union disjointe de
telles classes à gauche, piiq entrâıne G “ G0.
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piiiq ùñ pivq. Cette implication est claire car expU est un voisinage de
Id, d’après la définition de la topologie intrinsèque.
pivq ùñ piq. Si l’on suppose pivq, alors tout élément g de G peut se

décomposer sous la forme

g “ expX1 expX2 ¨ ¨ ¨ expXk,

les Xi étant dans U . En particulier, étant donnés deux éléments a0 et a1 dans
G, on peut écrire

a1 “ a0 expX1 expX2 ¨ ¨ ¨ expXk .

On prend alors aptq “ a0 exp tX1 exp tX2 ¨ ¨ ¨ exp tXk.. C’est un chemin dans
G vérifiant ap0q “ a0 et ap1q “ a1.

Corollaire 5.2. Soit G un groupe linéaire, d’algèbre de Lie g. Alors la com-
posante neutre G0 de G (i.e., la composante connexe de G contenant Id)
est le sous-groupe de G engendré par exp g. C’est un sous-groupe ouvert,
fermé, distingué de G et c’est l’unique sous-groupe ouvert connexe de G. La
composante connexe d’un élément g de G est la classe à droite gG0.

Définition 5.1. Le groupe quotient G{G0 est appelé groupe des compo-
santes connexes de G.

Notons
Lie : G ÞÑ g :“ Lie pGq,

l’application qui à un groupe linéaire associe son algèbre de Lie.
Nous allons maintenant énoncer la correspondance de Lie qui met en bi-

jection les groupes linéaires connexes et leurs algèbres de Lie. Pour démontrer
ce théorème, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.3 (Lemme de recouvrement de Baire). Soient G un groupe linéaire
et pAiqi une famille dénombrable de sous-ensembles de G telle que G “

Ť

iAi.
Alors l’adhérence de l’un des Ai contient un ouvert de G.

Démonstration. Posons g “ Lie pGq. Raisonnons par l’absurde. Si aucun des
Ai ne contient un ouvert de G, le complémentaire de A1 est non vide, et
donc, étant ouvert, il contient une partie de la forme a expB1, où B1 est la
boule fermée dans g de centre 0 et de rayon suffisamment petit pour que
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exp réalise un difféomorphisme de B1 sur son image. Pour la même raison,
le complémentaire de A2 dans a expB1 est un ouvert non vide de G contenu
dans a expB1, et contient donc une partie de la forme a expB2, où B2 est
une boule fermée de g contenue dans B1 (mais non nécessairement centrée
en 0)... On construit ainsi une suite

. . . Ă Bn Ă Bn´1 Ă . . . Ă B1 .

L’intersection des Bi est non vide dans G mais n’intersecte aucun des Aj.
Cela donne une contradiction.

Théorème 5.4 (Correspondance de Lie). L’application Lie réalise une bi-
jection entre les sous-groupes connexes de GLpn,Rq et les sous-algèbres de
Lie de glpn,Rq, dont la réciproque Γ : g ÞÑ Γpgq est donnée par : Γpgq est le
sous-groupe de GLpn,Rq engendré par exp g.

Démonstration. Nous avons déjà démontré que si G est un groupe linéaire
connexe, alors ΓpLie pGqq “ G. Il reste à voir que g “ Lie pΓpgqq pour toute
sous-algèbre de Lie de glpn,Rq. Comme expptXq P Γpgq pour tous X P g et
t P R, on a g Ă Lie pΓpgqq.

Plaçons-nous dans un voisinage U1 de 0 dans g, où l’exponentielle réalise
un homéomorphisme sur une partie V1 de Γpgq contenant Id, la réciproque
étant donnée par log.

Prenons un ouvert U Ă U1 tel que la fonction

C : U ˆ U Ñ g, pX, Y q ÞÑ logpexppXq exppY qq

soit bien définie (CpX, Y q est donné par la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff). De plus, on peut prendre pour U une boule ouverte de centre
0, de sorte que U soit une boule fermée, donc compacte. On suppose de
plus que U est tel que expU expU Ă V1. Posons W “ CpU,Uq de sorte
que expW “ expU expU . Comme Cp0, Y q “ Y , la fonction Y ÞÑ Cp0, Y q
a une différentielle en Y “ 0 de rang dim g, et par continuité, la fonc-
tion Y ÞÑ CpX, Y q a la même propriété pour X suffisamment proche de
0. Le théorème d’inversion locale implique alors que Y ÞÑ CpX, Y q est in-
versible dans un voisinage de 0 pour X suffisamment proche de 0 et donc
CpX,Uq est un voisinage de X dans g si X est suffisamment proche de 0.
Quitte à restreindre encore U , on peut supposer que tel est le cas pour tout
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X P U . Soit OpX,Uq un ouvert contenant X et contenu dans CpX,Uq. L’en-
semble W :“ CpU,Uq “ expU expU est recouvert par les OpX,Uq, X P W .
Comme W est l’image d’un compact par une application continue, c’est un
compact, et nous pouvons donc extraine un nombre fini d’ouverts OpXi, Uq,
i “ 1, . . . , k, recouvrant W . Écrivons expXi “ aia

1
i avec ai, a

1
i P expU pour

chaque i, et prenons l’image par exp des inclusions

W Ă
ď

i“1,...,k

OpXi, Uq Ă
ď

i“1,...,k

CpXi, Uq,

pour obtenir
expU expU Ă

ď

i“1,...,k

aia
1
i expU .

L’ensemble des produits finis d’éléments parmi les ai, a
1
i, avec répétitions, est

dénombrable. Notons-le tbjujPN. On obtient facilement par récurrence sur k
que

pexpUqk Ă
ď

jPN

bj expU,

où pexpUqk est l’ensemble des produits de k éléments dans expU . Ceci
montre que

Γpgq “
ď

jPN

bj expU, (5.1)

où bj P Γpgq.
Appliquons maintenant le lemme de recouvrement de Baire au groupe

Γpgq pour montrer que l’une des parties bj expU est voisinage de l’un de
ses points, disons a0. Prenons un ouvert U 1 Ă U de Lie pΓpgqq suffisamment
petit de sorte que expU 1 soit ouvert dans Γpgq et que a0 expU 1 Ă bj expU .
Réécrivons ceci :

expU 1 Ă c expU

avec c “ a´10 bj. Pour X 1 P U 1, il existe X P U tel que expX 1 “ c expX.
Comme X est suffisamment proche de 0, il est donné par

X “ logpc´1 expX 1
q .

En remplaçant X 1 par tX 1, t P r0, 1s, on écrit

exp tX 1
“ c expXptq,
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avec Xptq P U qui dépend différentiablement de t. En t “ 0, on trouve
c “ expp´Xp0qq et donc

exp tX 1
“ expp´Xp0qq exppXptqq .

En différentiant en t “ 0, on obtient

X 1
“

Id´ expp´adpXp0qqq

adpXp0qq
X 1
p0q

qui est dans g car Xp0q, X 1p0q sont dans g et g est une algèbre de Lie. Donc
le voisinage U 1 de 0 dans Lie pΓpgqq est dans g, et donc Lie pΓpgqq Ă g.

La correspondance de Lie fournit un dictionnaire entre les groupes
linéaires connexes et les algèbre de Lie de matrices. Nous allons donner
quelques exemples.

Corollaire 5.5. Soit G un groupe linéaire connexe d’algèbre de Lie g. Alors
G est abélien si et seulement si g est abélienne (i.e., le crochet de Lie est
toujours nul).

Proposition 5.6. Tout groupe linéaire connexe abélien est isomorphe à Rmˆ

Tk pour un certain m P N et un certain k P N.

Démonstration. Soient A un tel groupe et a son algèbre de Lie. Comme a est
abélienne, l’exponentielle est un morphisme de groupes, et donc exp a est un
sous-groupe de A. Comme A est connexe, A “ exp a. Soit L “ ker exp. C’est
un sous-groupe discret de a, puisque l’exponentielle est un dfféomorphisme
au voisinage de 0. Le lemme qui suit donne la forme d’un tel sous-groupe
discret, ce qui permet de terminer aisément la démonstration.

Lemme 5.7. Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie n et L un
sous-groupe discret de V . Alors il existe une base u1, u2, . . . , un de V et un
entier k ď n tel que

L “ Zu1 ` Zu2 ` ¨ ¨ ¨ ` Zuk .

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. On considère
un sous-espace W de V tel que L X W “ Zu1 ` ¨ ` Zum pour un certain
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entier m ď n, où u1, . . . , um est une famille libre. Ceci existe car on peut
commencer avec W “ t0u et m “ 0. Supposons que L ne soit pas inclus dans
W et soit u P L, u ‰ W . Considérons l’ensemble des points de V de la forme

α1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmum ` αu, 0 ď αi ď 1, 0 ď α ď 1 .

C’est un ensemble fermé borné de V qui intersecte L. Il ne contient qu’un
nombre fini d’éléments du groupe discret L. Parmi ces éléments, choisissons-
en un tel que le coefficient α soit minimal, non nul et appelons-le um`1. Alors
tout élément de L dans W ‘Ru “ W ‘Ru´m` 1 a pour composante sur
Rum`1 un multiple entier de um`1. En effet, supposons le contraire : soit

l “ β1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` βmum ` βum`1 P L

avec β “ k ` ν, k P Z, 0 ă ν ă 1. On peut réécrire ceci sous la forme

l “ γ1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` γmum ` pk ` νqαu,

où α est un entier, et en ajoutant un élément bien choisi de L, on trouve
l1 P L de la forme

l1 “ γ11u1 ` ¨ ¨ ¨ ` γ
1
mum ` ναu P L,

avec 0 ď γ1i ď 1. Comme 0 ď να ă α, ceci contredit la minimalité de α. Tout
ceci montre que

LX pW ‘ Ruq “ pLXW q ‘ Zu´m` 1 .

On répète l’argument jusquà obtenir u1, . . . , uk comme dans le lemme.

6 Homomorphismes de groupes linéaires.

Revêtements

La correspondance de Lie G ÞÑ Lie pGq est fonctorielle, i.e., qu’elle se prolonge
aux morphismes. Les morphismes entre groupes linéaires sont ici toujours
supposés différentiables (pour la structure de variété différentielle donnée
par la topologie intrinsèque). Plus précisément :
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Théorème 6.1. Soit f : GÑ H un morphisme (différentiable) entre groupes
linéaires. Soit φ “ dfId la différentielle de f en Id. Alors

φ : gÑ h

est un morphisme d’algèbres de Lie et

fpexpXq “ exppφpXqq, X P g .

Démonstration. Montrons que fpexpXq “ exppφpXqq. Posons apsq “

fpexppsXqq. On a

d

ds
apsq “

d

dt
fpexppps` tqXqqt“0 “

d

dt
fpexppsXq expptXqqt“0

“ fpexppsXqq
d

dt
fpexpptXqqt“0 “ apsqφpXq .

Ceci montre que apsq vérifie l’équation différentielle a1psq “ apsqφpXq, avec
condition initial ap0q “ Id. Donc apsq “ exppsφpXqq et en particulier
fpexpXq “ exppφpXqq.

Montrons que φ est un morphisme d’algèbre de Lie, i.e., pour tous X, Y P
g,

φprX, Y sq “ rφpXq, φpY qs .

On part de l’équation

fpexpptXq exppsXq expp´tXqq “ expptφpXqq exppsφpXqq expp´tφpXqq

que l’on dérive par rapport à s et que l’on évalue en s “ 0 :

φpexpptXqY expptXqq “ expptφpXqqφpY q expp´tφpXqq .

On dérive maintenant par rapport à t et on évalue en t “ 0 :

φprX, Y sq “ φpXqφpY q ´ φpY qφpXq “ rφpXq, φpY qs .

Corollaire 6.2. Soit f : GÑ H un morphisme (différentiable) entre groupes
linéaires. Soit φ “ dfId la différentielle de f en Id. Alors

(i) ker pφq “ Lie pker pfqq,
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(ii) si G n’a qu’un nombre au plus dénombrable de composantes connexes,
im pφq “ Lie pim pfqq.

Démonstration. piq. On aX P Lie pker pfqq si et seulement si fpexpptXqq “ Id
pour tout t P R. Or fpexpptXqq “ expptφpXqq, donc X P Lie pker pfqq se et
seulement si expptφpXqq “ Id pour tout t P R, i.e., φpXq “ 0.
piiq. Comme fpexpptXqq “ expptφpXqq, on a im pφq Ă Lie pim pfqq. Pour

l’inclusion réciproque, il suffit de voir que Γpim pφqq contient un ouvert de
im pfq. Écrivons le composante neutre G0 “

Ť

j Aj comme dans l’équation
(5.1). Comme G n’a qu’un nombre dénombrable de composantes connexes,
on peut écrire

G “
ď

k

gkG0 “
ď

k,j

gkAj .

Ainsi
fpGq “

ď

k,j

fpgkAjq .

Comme les parties Aj sont compactes, chaque fpgkAjq est compact, donc
fermé, et d’après le lemme de recouvrement de Baire, l’un d’eux contient un
ouvert de im pfq.

Soit f : X Ñ Y une application continue entre deux espaces topologiques.
On dit que f est localement surjective (resp. bijective), si pour tout x P X,
il existe un voisinage U de x dans X et un voisinage V de fpxq dans Y tels
que la restriction de f à U soit une surjection (resp. bijection) de U dans V .

Corollaire 6.3. Soit f : GÑ H un morphisme (différentiable) entre groupes
linéaires. Soit φ “ dfId la différentielle de f en Id. Alors

(i) f est localement injective (en tout point g P G, il existe un voisinage U
de g dans G tel que f|U soit injective) si et seulement si φ est injective.

(ii) si G n’a qu’un nombre au plus dénombrable de composantes connexes
et si H est connexe, f est localement surjective si et seulement si φ est
surjective.

(iii) f est localement bijective si et seulement si φ est bijective. Dans ce cas,
ker pfq est un sous-groupe discret de G.
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Un morphisme différentiable localement bijectif p : rGÑ G entre groupes
linéaires connexes est appelé un revêtement de G. Le noyau d’un tel mor-
phisme est discret dans rG et p est surjectif. Réciproquement, un morphisme
différentiable surjectif à noyau discret entre deux groupes linéaires connexes
est localement bijectf.

Le noyau de p est nécessairement contenu dans le centre de rG. En effet,
tout élément g P rG peut être relié à Id par un chemin continu t ÞÑ aptq. Pour
tout z P ker ppq, on a aptqzaptq´1 P ker ppq et, en t “ 0, ap0qzap0q´1 “ z. La
fonction t ÞÑ aptqzaptq´1 est continue, à valeurs dans un sous-groupe discret

de rG, donc constante, ce qui prouve l’assertion. Réciproquement, pour tout
sous-groupe central discret Z dans rG, la suite exacte

1 Ñ Z Ñ rGÑ rG{Z Ñ 1

fait apparâıtre rG comme revêtement de rG{Z (il faut munir rG{Z de la topo-
logie quotient et montrer que c’est bien un groupe linéaire).

Remarquons que cette définition de revêtement correspond à celle au sens
de la topologie.

Soient G et H deux groupes linéaires respectivement d’algèbres de Lie g
et h. Supposons donné un morphisme d’algèbres de Lie

φ : gÑ h .

Pouvons-nous relever φ en un morphisme de groupes linéaires

f : GÑ H

de telle sorte que dfId “ φ ?
L’exemple de G “ Cˆ, H “ C, g “ h “ C et φ “ IdC montre que tel n’est

pas le cas. En effet, supposons que f existe. Alors fpezq “ exppφpzqq “ exppzq
pour tout z P C. Mais il faut prendre garde au fait que dans le membre de
droite de cette équation, l’exponentielle n’est pas l’exponentielle usuelle des
nombres complexes. Pour bien comprendre ceci, il faut revenir aux définitions,
qui demandent de réaliser pCˆ,ˆq et pC,`q comme des groupes linéaires. Or,
si pCˆ,ˆq “ GLp1,Cq est trivialement linéaire, il faut être plus subtil pour
pC,`q. Ce groupe se plonge dans GLp2,Cq par

z ÞÑ

ˆ

1 z
0 1

˙

,
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et donc son algèbre de Lie C s’identifie à une sous-algèbre de Lie de glp2,Cq :

x ÞÑ

ˆ

0 x
0 0

˙

.

On a alors

exp

ˆ

0 x
0 0

˙

“

ˆ

1 x
0 1

˙

.

Donc il faut interpréter la formule ci-dessus comme

fpezq “ exp z “ z .

Or, on sait que la fonction z ÞÑ ez n’admet pas d’inverse global sur Cˆ.
Donc si G et H sont donnés comme ci-dessus, un morphisme d’algèbres

de Lie φ : g Ñ h ne se relève pas forcément en un morphisme de groupes
linéaires. Mais il existe toujours un revêtement de G qui va permettre ce
relèvement.

Théorème 6.4. Soient G et H deux groupes linéaires connexes et φ : gÑ h
un morphisme d’algèbres de Lie. Alors il existe un revêtement p : rGÑ G tel
que φ se relève en un morphisme de groupes

f : rGÑ H .

Démonstration. Dans l’énoncé ci-dessus, il faut comprendre que les algèbres
de Lie de G et rG sont identifiées par l’isomorphisme dpId.

Posons
g̃ “ tpX, Y q P gˆ h | Y “ φpXqu .

C’est le graphe de φ, et c’est une algèbre de Lie de matrices. Soit rG le
groupe lui correspondant par la correspondance de Lie : c’est un sous-groupe
de G ˆ H. Soient p la restriction à rG de la projection de G ˆ H sur G et
f : rGÑ H la restriction à rG de la projection de GˆH sur H. On a

dpId : g̃Ñ g, pX,φpXqq ÞÑ X

qui est un isomorphisme, ce qui montre que p : rGÑ G est un revêtement.
D’autre part,

dfId : g̃Ñ h, pX,φpXqq ÞÑ φpXq,

ce qui montre que f est un relèvement de φ.
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Exemple 6.1. Reprenons l’exemple G “ Cˆ et H “ C. Le morphisme
d’algèbres de Lie

φ : CÑ C, z ÞÑ z

se relève en un morphisme de rGÑ C, où

rG “ tMpzq :“

¨

˝

ez 0 0
0 1 z
0 0 1

˛

‚| z P Cu .

En effet p : rG Ñ Cˆ, Mpzq ÞÑ ez, est un isomorphisme local et f : rG Ñ C,
Mpzq ÞÑ z, relève φ.

On dit qu’un groupe linéaire connexe G est simplement connexe lors-
qu’il vérifie la condition suivante :

tout morphisme d’algèbres de Lie entre son algèbre de Lie g et
une algèbre de Lie de matrices h se relève en un morphisme de
groupes linéaires entre G et le groupe linéaire H donné par la
correspondance de Lie.

Un groupe est simplement connexe en ce sens s’il est simplement connexe au
sens de la topologie (admis).

Exemples 6.1. Les groupes SLpn,Cq sont simplement connexes, ainsi que les
groupes compacts SUpnq. Les groupes SOpn,Cq ne le sont pas, ni les groupes
compacts SOpnq. Il existe un revêtement d’ordre 2 de SOpnq simplement
connexe que l’on note Spinpnq. Lorsque n “ 3, Spinp3q » SUp2q.

Une question naturelle est de savoir si tout groupe linéaire connexe G ad-
met un revêtement simplement connexe rG. En topologie, tout espace connexe
“raisonnable” (par exemple, une variété différentiable) admet un revêtement
simplement connexe (appelé revêtement universel).

Un groupe de Lie est une variété différentiable, munie d’une structure de
groupe telle que le produit et le passage à l’inverse soient C8. Le revêtement
universel d’un groupe de Lie connexe peut être muni d’une structure de
groupe de Lie.

Un groupe linéaire connexe est un groupe de Lie connexe, mais son
revêtement universel n’est pas nécessairement linéaire. Ainsi, par exemple, le
groupe SLp2,Rq admet un revêtement universel ĂSLp2,Rq qui est un groupe

de Lie non linéaire. Le noyau de ĂSLp2,Rq Ñ SLp2,Rq est isomorphe à Z.

25



7 Représentations de dimension finie de

groupes linéaires connexes

Soit G un groupe linéaire connexe. Une représentation de dimension finie
pπ, V q de G est donnée par un morphisme de groupes linéaires :

π : GÑ GLpV q .

La différentielle de ce morphisme est un morphisme d’algèbres de Lie :

dπId : gÑ glpV q .

Le résultat suivant est immédiat et montre que l’étude des représentations
de dimension finie de G se ramène dans une large mesure à l’étude des
représentations de son algèbre de Lie.

Proposition 7.1. Un sous-espace W de V est stable sous l’action de G si
et seulement s’il est stable sous l’action de g.

Ainsi une représentation irréductible de dimension finie de G donne une
représentation irréductible de g. Si l’on cherche par exemple à déterminer
toutes les représentations irréductibles de dimension finie de G, on com-
mencera par le problème, en pratique plus simple, de déterminer toutes les
représentations irréductibles de dimension finie de g. Bien sûr, si G n’est
pas simplement connexe, une représentation de g ne se relève pas forcément
en une représentation de G. La stratégie ici sera alors la suivante. On es-
saie d’identifier le revêtement universel rG de G. Toute représentation de g
se relève en une représentation de rG. Une telle représentation définit aussi
une représentation de G si et seulement si elle est triviale sur le noyau du
revêtement.

Une représentation de dimension finie de l’algèbre de Lie de g est un
morphisme d’algèbres de Lie :

φ : gÑ glpV q,

où V est un espace vectoriel complexe de dimension finie. Or g est une espace
vectoriel réel et φ est R-linéaire. Il est alors avantageux de remplacer g par
sa complexification.
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Définition 7.1. Soit E un espace vectoriel réel. La complexification de E,
notée EC, est l’espace vectoriel complexe

EC “ E bR C .

La multiplication par un scalaire λ P C d’un élément v b z P EC est donnée
par

λpv b zq “ v b λz .

En pratique, il suffit de comprendre que si peiqiPI est une base de E
(sur Rq, alors c’est aussi une base de EC (sur C). Si dim RE “ n, alors
dim CEC “ n. Remarquons que tout espace vectoriel sur C est naturellement
un espace vectoriel sur R, mais que la complexification n’est pas l’inverse
de cette opération. Ainsi la complexification de R est C et C » R2 en tant
qu’espace vectoriel réel.

Proposition 7.2. Toute application R-linéaire

φ : E Ñ V,

où V est un espace vectoriel complexe, se prolonge naturellement en une
application C-linéaire (encore notée φ)

φ : EC Ñ V .

Réciproquement, toute application C-linéaire φ : EC Ñ V est entièrement
déterminée par sa restriction à E » E bR R Ă E bR C “ EC qui est R-
linéaire.

En résumé, il est équivalent d’étudier les représentations R-linéaires de g
dans des espaces vectoriels complexes ou les représentations C-linéaires de sa
complexification gC.

8 Représentations irréductibles de dimension

finie de slp2,Cq
Une base (sur Cq de slp2,Cq est

H “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

, E “

ˆ

0 1
0 0

˙

, F “

ˆ

0 0
1 0

˙

,
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et l’on a les relations de commutations suivantes :

rH,Es “ 2E, rH,F s “ ´2F, rE,F s “ H .

Soit ρ : slp2,Cq Ñ glpV q une représentation C-linéaire de dimension finie.
Pour tout λ P C, soit Vλ le sous espace propre (éventuellement nul) de ρpHq
pour la valeur propre λ. Comme C est algébriquement clos, si V est non nul,
il existe un Vλ non nul.

Lemme 8.1.
ρpEqpVλq Ă Vλ`2, ρpF qpVλq Ă Vλ´2 .

Démonstration. Soit v P Vλ. On a :

ρpHqpρpEqvq “ ρpEqpρpHqvq ` rρpHq, ρpEqsv
“ λρpEqv ` ρprH,Esqv
“ λρpEqv ` 2ρpEqv “ pλ` 2qρpEqv

ce qui montre la première inclusion. La deuxième s’obtient de la même
manière.

Comme V est de dimension finie, il n’y a qu’un nombre fini de sous-
espaces propres Vλ non nuls. Si V est non nul, il existe donc λ0 P C tel que
Vλ0 ‰ t0u et Vλ0`2 “ t0u. Soit 0 ‰ v0 P Vλ0 . Posons, pour tout k P N,

vk “ ρpF qkv0 .

Alors vk P Vλ0´2k.
On a par exemple v1 “ ρpF qv0 et

ρpEqv1 “ ρpEqpρpF qv0q
“ ρpF qpρpEqv0q ` rρpEq, ρpF qsv0
“ 0` ρprE,F sqv0 “ ρpHqv0
“ λ0v0 .

De même
ρpEqv2 “ ρpEqpρpF qv1q

“ ρpF qpρpEqv1q ` rρpEq, ρpF qsv1
“ λ0ρpF qv0 ` ρpHqv1
“ λ0v1 ` pλ0 ´ 2qv1 “ p2λ0 ´ 2qv1 .
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Tentons d’avancer une hypothèse de récurrence :

ρpEqvk “ kpλ0 ´ k ` 1qvk´1 . (H)

Elle est satisfaite pour k “ 1, 2 et, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on
obtient, pour k ě 2 :

ρpEqvk`1 “ ρpEqpρpF qvkq
“ ρpF qpρpEqvkq ` rρpEq, ρpF qsvk
“ kpλ0 ´ k ` 1qvk ` pλ0 ´ 2kqvk
“ pk ` 1qpλ0 ´ 1qvk,

D’où (H).
Tant que les vecteurs v0, v1, . . . , vj sont non nuls, ils sont linéairement

indépendants, et donc, comme la dimension de V est finie, il existe un plus
petit entier n non nul tel que vn`1 “ 0. En particulier vn ‰ 0. On a alors

0 “ ρpEqvn`1 “ pn` 1qpλ0 ´ nqvn,

d’où λ0 “ n.
D’autre part, v0, v1, . . . , vn engendre un sous-espace de V stable sous l’ac-

tion de slp2,Cq. Si l’on suppose que pρ, V q est irréductible, on voit alors que
pv0, v1, . . . , vnq est une base de V . En particulier dim CV “ n` 1.

Réciproquement, si n P N, et si l’on fixe une base pv0, v1, . . . , vnq de Cn`1,
alors on définit une représentation pρ,Cn`1q de slp2,Cq par

ρpHqvk “ pn´ 2kqvk, ρpEqvk “ kpn´ k ` 1qvk´1, ρpF qvk “ vk`1,

pour tout k “ 0, . . . , n. avec les conventions v´1 “ vn`1 “ 0. On voit fa-
cilement qu’elle est irréductible : tout sous-espace invariant W contient un
vecteur propre non nul pour ρpHq, qui est donc, à un scalaire non nul près,
l’un des vi.

Ceci donne la classification des représentations C-linéaires irréductibles de
dimension finie de slp2,Cq. Notons pρn,Cn`1q la représentation irréductible de
dimension n`1 de slp2,Cq définie ci-dessus. Toute représentation irréductible
C-linéaire de slp2,Cq de dimension n` 1 est isomorphe à pρn,Cn`1q.

9 Le revêtement SUp2q Ñ SOp3q

Rappelons que SUp2q est le groupe des matrices :

SUp2q “ ta P GLp2,Cq | tāa “ Id, detpaq “ 1u,
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et que son algèbre de Lie est

sup2q “ tX P glp2,Cq | tX `X “ 0, trX “ 0u, .

Plus explicitement, on a donc

SUp2q “ t

ˆ

α ´β̄
β ᾱ

˙

| α, β P C, |α|2 ` |β|2 “ 1u,

sup2q “ t

ˆ

iz ´y ` iz
y ` ix ´iz

˙

| x, y, z P Ru .

On voit donc que, topologiquement, SUp2q est la sphère unité dans C2 » R4.
En particulier :

Proposition 9.1. SUp2q est un groupe linéaire connexe, simplement
connexe.

Passons maintenant à SOp3q. C’est le groupe de matrices :

SOp3q “ ta P GLp3,Rq | taa “ Id, detpaq “ 1u,

dont l’algèbre de Lie est

sop3q “ tX P glp3,Rq | tX `X “ 0u

“ t

¨

˝

0 ´z y
z 0 x
´y ´x 0

˛

‚| x, y, z P Ru .

Une base de sup2q est donné par :

I “

ˆ

0 i
i 0

˙

, J “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

, I “

ˆ

i 0
0 ´i

˙

,

et l’on a les relations de commutation suivantes :

rI, Js “ 2K, rJ,Ks “ 2I, rK, Is “ 2J .

Munissons sup2q de la forme bilinéaire κ symétrique définie par :

κpX, Y q “ tr padpXqadpY qq, X, Y P sup2q .
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Les relations de commutation ci-dessus donnent les matrices de adpIq, adpJq
et adpKq dans la base pI, J,Kq : on caculer alors facilement que

κpI, Iq “ κpJ, Jq “ κpK,Kq “ ´8, κpI, Jq “ κpJ,Kq “ κpK, Iq “ 0 .

La base pI, J,Kq de sup2q est donc orthogonale et l’on constate que la forme
κ est définie négative. Si l’on préfère travailler avec un produit scalaire (défini
positif) et une base orthonormale, on peut remplacer κ par ´1

8
κ. L’espace

euclidien psup2q,´1
8
κq est alors, par le choix de la base pI, J,Kq, isomorphe

à R3 muni de son produit scalaire canonique.

Montrons que la forme κ est invariante par l’action adjointe de SUp2q sur
sup2q. Il nous faut montrer que

κpAdpgqX,AdpgqY q “ κpX, Y q, g P SUp2q, X, Y P sup2q,

i.e.,
tr padpgXg´1qadpgY g´1qq “ tr padpXqadpY qq .

Pour tout Z P sup2q,

adpgXg´1qadpgY g´1qZ “ rgXg´1, rgY g´1, Zss
“ AdpgqpXY pg´1Zgq ´ pg´1ZgqY ´ Y pg´1ZgqX

`pg´1ZgqY Xq
“ AdpgqpXrY,Adpg´1qZs ´ rY,Adpg´1qZsXq
“ Adpgq ˝ adpXq ˝ adpY q ˝ Adpg´1qpZq .

D’où
tr padpgXg´1q ˝ adpgY g´1qq “ tr padpXq ˝ adpY qq .

Ainsi Ad est un morphisme du groupe SUp2q dans le groupe orthogonal
Opsup2q, κq » Op3q, et de plus, comme SUp2q est connexe, le déterminant de
Adpgq, g P SUp2q, est toujours 1. Donc, en fait, on obtient un morphisme

Ad : SUp2q Ñ SOpsup2q, κq » SOp3q .

La différentielle de ce morphisme est le morphisme d’algèbres de Lie

ad : sup2q Ñ sopsup2q, κq » sop3q .

31



Un calcul explicite dans la base pI, J,Kq de sup2q montre que

ad

ˆ

iz ´y ` ix
y ` ix ´iz

˙

“

¨

˝

0 ´2z 2y
2z 0 ´2x
´2y 2x 0

˛

‚,

et donc ad réalise un isomorphisme entre sup2q et sop3q. Ainsi Ad est un
isomorphisme local entre SUp2q et SOp3q. Comme SOp3q est connexe, Ad est
surjectif. Calculons maintenant son noyau. On cherche les g P SUp2q tels que

AdpgqI “ I, AdpgqJ “ J, AdpgqK “ K .

Un calcul explicite montre que g est une matrice scalaire. La condition
detpgq “ 1 impose alors que g “ ˘Id. Résumons

Proposition 9.2. La suite courte suivante est exacte :

1 Ñ t˘Idu Ñ SUp2q Ñ SOp3q Ñ 1 .

Le groupe SUp2q est un revêtement de SOp3q (d’ordre 2).

10 Représentations irréductibles de SUp2q et

SOp3q

Comme nous l’avons expliquer précédemment, pour étudier les représentations
de dimension finie de SUp2q et SOp3q, nous allons étudier celles de leurs
algèbres de Lie sup2q » sop3q. Commençons par identifier la complexification
de sup2q :

sup2qC “ sup2q bR C .
Comme pI, J,Kq est une base de sup2q sur R, on obtient :

sup2qC “ CI ‘ CJ ‘ CK

“ t

ˆ

iz ´y ` ix
y ` ix ´iz

˙

| x, y, z P Cu

“ t

ˆ

α β
γ ´α

˙

| α, β, γ P Cu

“ slp2,Cq .

Il est donc équivalent d’étudier les représentations R-linéaires de sup2q dans
les espaces vectoriels complexes et les représentations C-linéaires de slp2,Cq.
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On exprime I, J,K dans la base pH,E, F q de slp2,Cq et on en déduit l’action
de I, J,K dans pρn,Cn`1q.

Nous allons montrer que les représentations pρn,Cn`1q se remontent en
des représentations du groupe SUp2q. Pour cela, nous allons commencer par
trouver une autre réalisation de ces représentations.

Soit Crz1, z2s l’espace vectoriel des polynômes à coefficients complexes à
deux variables. Posons Bi “

B

Bzi
, i “ 1, 2, et

DE “ ´z2B1, DF “ ´z1B2, DH “ z2B2 ´ z1B1 .

Alors DE, DF , DH sont des opérateurs différentiels (linéaires à coefficients
constants) qui agissent sur Crz1, z2s. On vérifie par le calcul qu’ils satisfont
les relations de commutation :

rDH , DEs “ 2DE, rDH , DF s “ ´2DF , rDE, DF s “ DH .

Ainsi
E ÞÑ DE, F ÞÑ DF , H ÞÑ DH

définit une représentation D de slp2,Cq sur Crz1, z2s.
Une base de Crz1, z2s est donnée par les monômes zk1z

n´k
2 , avec k, n entiers

naturels tels que k ď n. On calcule

DHpz
k
1z

n´k
2 q “ pn´ 2kqzk1z

n´k
2 , DF pz

k
1z

n´k
2 q “ ´pn´ kqzk`11 zn´k´12 ,

DEpz
k
1z

n´k
2 q “ ´kzk´11 zn´k`12 ,

avec la convention z´1i “ 0.
Ceci montre que l’espace Crz1, z2sn des polynômes homogènes de degré

n fixé (qui est de dimension n ` 1) est stable sous l’action de slp2,Cq. La
représentation pD,Crz1, z2snq est équivalente à pρn,Cn`1q comme on le voit
en normalisant convenablement la base pzk1z

n´k
2 qk“0,...,n :

vk “ p´1qk
zk1z

n´k
2

pn´ kq!
.

On peut, en utilisant les écritures de I, J,K dans la base pH,E, F q, exprimer
DI , DJ , DK et l’action de I, J,K sur les monômes zk1z

n´k
2 .

Nous allons maintenant montrer que l’action de slp2,Cq sur Crz1, z2sn est
la différentielle d’une représentation de SLp2,Cq dans ce même espace.
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En effet, SLp2,Cq agit naturellement sur C2, et donc sur Crz1, z2s, par

pρpgqP qpz1, z2q “ P pg´1pz1, z2qq .

De manière explicite, si g “

ˆ

a b
c d

˙

, ad´bc “ 1, est un élément de SLp2,Cq,

son inverse g´1 “

ˆ

d ´b
´c a

˙

, et donc

g´1pz1, z2q “

ˆ

d ´b
´c a

˙ˆ

z1
z2

˙

“ pdz1 ´ bz2,´cz1 ` az2q .

Ainsi
pρpgqP qpz1, z2q “ P pdz1 ´ bz2,´cz1 ` az2q .

Il est clair que cette action préserve les polynômes homogènes de degré n.
On en déduit donc une représentation pρ,Crz1, z2snq. Nous allons maintenant
calculer sa différentielle.

Soit X “

ˆ

α β
γ δ

˙

dans slp2,Cq (i.e., δ “ ´α) et posons

gptq “ exppXq “

ˆ

aptq bptq
cptq dptq

˙

P SLp2,Cq, t P R .

On a gp0q “ Id et g1p0q “ X, i.e., a1p0q “ α,... On peut alors calculer la
différentielle de ρ :

pdρpXqP qpz1, z2q “
d

dt
ppρpgptqqP qpz1, z2qqt“0

“
d

dt
pP pdptqz1 ´ bptqz2,´cptqz1 ` aptqz2qqt“0

“ pδz1 ´ βz2qpB1P qpz1, z2q ` p´γz1 ` αz2qpB2P qpz1, z2q .

En particulier on trouve :

dρpHq “ ´z1B1 ` z2B2, dρpEq “ ´z2B1, dρpF q “ ´z1B2 .

Nous retrouvons ainsi la représentation pD,Crz1, z2sq de slp2,Cq, équivalente
à pρn,Cn`1q.

Restreignons maintenant la représentation pρ,Crz1, z2snq à SUp2q Ă
SLp2,Cq. Notons pπn, Vnq cette représentation. Nous avons montré que toute
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représentation irréductible de dimension n ` 1 de SUp2q est équivalente à
pρn,Cn`1q.

Les représentations irréductibles de dimension finie de SOp3q sont celles
obtenues à partir de celles de SUp2q triviales en ´Id P SUp2q. Or ´Id agit
sur un polynôme P par

pρp´IdqP qpz1, z2q “ P p´z1,´z2q .

Ainsi les représentations de SUp2q triviales en ´Id sont les pπn, Vnq pour n
pair.

11 Représentations irréductibles de dimen-

sion finie de SLp2,Rq
Le travail fait dans le paragraphe précédent permet aussi d’obtenir les
représentations irréductibles de dimension finie de SLp2,Rq. Remarquons
tout d’abord que ce groupe est non compact. Néanmoins, il est connexe
et ses représentations de dimension finie donnent par différentiation de
représentations de dimension finie de l’algèbre de Lie slp2,Rq. Celles-ci cor-
respondent à leur tour à des représentations C-linéaires de dimension finie
de slp2,Cq. On sait que l’irréducibilité est préservée par ces correspondances.
Les représentations irréductibles C-linéaires de dimension finie de slp2,Cq
ont été déterminées plus haut. Il reste à voir si elles se remontent en des
représentations du groupe SLp2,Rq.

La même méthode que celle utilisée pour SUp2q marche, car on vu
qu’elles se remontent en des représentations de SLp2,Cq, que l’on peut en-
suite restreindre à SLp2,Rq. On voit donc que les représentations irréductibles
de dimension finie de SLp2,Rq sont en bijection avec les représentations
irréductibles (de dimension finie) de SUp2q et qu’elles sont dans les deux
cas obtenues par restriction des représentations irréductibles de dimension
finie de SLp2,Cq, dont la différentielle est C-linéaire.

Lorsqu’un sous-R-espace vectoriel E d’un espace vectoriel complexe V est
tel que EC » V , on dit que E est une forme réelle de V . Ce qui se passe ici
est que slp2,Rq et sup2q sont deux formes réelles de slp2,Cq. On peut étendre
cette notion (en utilisant le formalisme des groupes algébriques) et dire que
SLp2,Rq et SUp2q sont deux formes réelles de SLp2,Cq.

Une autre conséquence de ceci est que les représentations de dimension
finie de SLp2,Rq sont complètement réductibles. Ceci n’est pas évident car
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SLp2,Rq n’étant pas compact, il n’existe pas de produit scalaire invariant sur
une représentation de dimension finie de SLp2,Rq qui n’est pas la triviale.

L’astuce qui consiste à relier la théorie des représentations de dimension
finie d’un groupe linéaire connexe G à celle d’un groupe compact K, ces
deux groupes étant des formes réelles d’un même groupe complexe G est
due à H. Weyl et est connue sous le terme d’unitarian trick. Par exemple,
SLpn,Rq et SUpnq sont des formes réelles de SLpn,Cq, SOpp, qq et SOpp` qq
sont des formes réelles de SOpp` q,Cq...

Tout ceci marche pour les représentations de dimension finie. Par contre,
on sait que si G est un groupe linéaire (connexe) non compact, il possède des
représentations irréductibles de dimension infinie. Par exemple, c’est le cas
de SLp2,Rq.

Étudier ces représentations est là où l’histoire commence à se compliquer.
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