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Algébre linéaire

Feuille de TD n° 4 - Espaces vectoriels

1 Connaissance du cours

Exercice 1.1 Représentez (dessinez) les sous-ensembles de R? suivants. Déterminez lesquels sont stables par addi-
tion, stables par multiplication par un entier, par un réel positif, par un réel. En déduire lesquels sont des s.e.v. de
R2.

S =2 Sy={(x,y):x=y,x>0,y>0}

Ss={(z,y) eR : |z| =y}  Sa={(z,y) €eR®: z+2y=0}

Exercice 1.2 Soit F un K-espace vectoriel.

(a) Soient n € N* et Fy,..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que la somme F = F} + ...+ F,, définie
par
F={v=vi+...4v,; v; € F;}

est un sous-espace vectoriel de F.

(b) Soit I un ensemble et (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Montrer que leur intersection
F = N;er F; est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 1.3 Quels sont les vecteurs vy, v, ..., v, qui vérifient :

e Pour toute famille (1, as, ..., o, ) de scalaires, on a ayv; + agvs + ... + apv, = 0.

e Il existe une famille (aq, as, ..., ay) de scalaires tels que v + avs + ... + a,v, = 0.

Exercice 1.4 Reliez les phrases/expressions équivalentes.

Famille libre.

Les lignes de A € M,,(R) forment une base de R".

Deux vecteurs vy, v sont dans le méme plan vectoriel P.
Espace vectoriel de dimension 2.

Famille liée

Les lignes de A € M5 7(R) sont linéairement indépendantes.
dim(P)=2, v; € P et v; +v9 € P.

A € M7 5(R) est de rang maximal.

Deux vecteurs vy, vo sont dans une méme droite vectorielle.
Les colonnes de A € M,,(R) forment une base de R™.

Deux vecteurs v, vo sont colinéaires.



(m) Les colonnes de A € M7 5(R) sont linéairement indépendantes.

)

n) Deux vecteurs v, vs sont alignés.

o) La matrice A € M,,(R) est inversible.
)

(
(
(p) Plan vectoriel.

Exercice 1.5 Remplissez les espaces vides.

Proposition: Soit (v1, va, ..., v,) une base de R™. Soit w un vecteur de R™. Il existe une unique famille de scalaires
{a1, a2, ...;an} tels que w = a1v1 + agvs + ... + Apvy,.

Démonstration: Comme la famille (vq,va, ..., v,,) est il existe une famille (o, g, ..., ay)

de scalaires tels que w = ajv1 + @gvy + ... + @, v,. Supposons qu'il existe une seconde famille (af, ad, ..., al,) telle
que w = vy + ahvy + ... + oL v,. On a alors

O=w—w
= (101 + Q2v2 + ... + @uUy) — (Qjv1 + ahva + ... + Al vy)

= (a1 — a))v1 + (g — ab)vg + ... + (a, — &)y,

Comme la famille (vy,va, ..., v,) est ,ona:

Exercice 1.6 Soit A une matrice carré de taille d. Lesquelles, parmi les propriétés ci-dessous, impliquent-elles que
A est inversible 7 Justifier.
a) Les lignes de A forment une base de R?.

Les colonnes de A forment une base de R<.

(
(b

)
)
(c) Le systéme linéaire AX = 0 posséde une unique solution.
(d) Le déterminant de A est non nul.

)

(e) Le déterminant de AT est non nul.

2 Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Exercice 2.1 L’ensemble R? muni des lois suivantes est-il un espace vectoriel sur R?

) (@,y) + (@, y) = (z+ 2",y + ) et Az, y) = (Az, Ay);
) (@,y) + (@, y) = (x+ 2",y +y) et Az, y) = (Az,0);
) (zy) + (¢',y) = (0,0) et A(z,y) = (Az, Ay);

) (zy) + (2" y) = (

) (zy)+ (2" y) = (

y+y,r+2") et Mz,y) = (Az, \y);

r+a —1Ly+y) et AMzx,y) = Az — A+ 1, Ay).



Exercice 2.2 Les vecteurs u suivants sont-ils combinaison linéaire des vecteurs u; 7

e Dans le R-espace vectoriel R?, u = (1,2), u; = (1,—2), us = (2,3).

(
e Dans le R-espace vectoriel R®, u = (2,5,3), uy = (1,2,3), us = (1, —1,4).
(

Dans le R-espace vectoriel R?, u = (3,1,m), u; = (1,3,2), up = (1,1,1) avec m € R.

Dans le R-espace vectoriel R[X], u(X) = (83X +1)? =3X? +2, u1 =1+ X, up = X +2, u3 = X?> + X + 1.

. 1 4 i 0 0 0 0 -1
Dans le C-espace vectoriel My(C), u = <—i 2), up = <O 1>7 Ug = (0 1>, U3 = (1 0 )

Dans le R-espace vectoriel C([0,1],R), u(t) = cosh(t), uy(t) = e’

°
|
3

Exercice 2.3 Dans le C-espace vectoriel C3, on considére les vecteurs suivants :
up = (=i, 1 +14,4+14), uy=(-1,1,3), wug=(1—1,i,1).

Ecrire le vecteur (1 + 4,2,4) comme combinaison linéaire de la famille u, ug, us.

Exercice 2.4 Montrer que les ensembles suivants, munis des opérations classiques, sont des R-espaces vectoriels:

a) ’ensemble des fonctions dérivables de R dans R.

(
(b) l'ensemble des matrices symétriques S, = {4 € M,,(K)|A = AT} avec K=R ou K = C.

)
)

(¢) Pensemble des suites arithmétiques a valeurs réelles.

(d) L’ensemble des matrices diagonales de M,,(K) avec K=R ou K = C.
)

(e) I'ensemble {(u,) € RY|Vn € N, up o = Nyt + Uy}

Exercice 2.5 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?

(a) A={(z,y) e R*|z <y} (f) F={(z.y) eR|z+y=1}
(b) B ={(z,y) € R?*lzy = 0} (g) G = {(x,y) ER?| 22 +y? = 1};
(c) C={(z,y) eR?*[z =y}

(d) D = {(z,y) € R2|22 — 5y — 1 = 0} (h) H = {(z,2z,4x, —x)|z € R}

() E={(z,y) € R*|z =0} (i) I={(Ly) |y eR}

Exercice 2.6 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?

(a) {(z,2z,3x): z € R}; (c) {(z,y,2) € R} z = ay}.
(b) {(z,y,2) eR*| y =0}

Exercice 2.7 Pour chacune des parties de R? suivantes, dites s’il s’agit d’un sous-espace vectoriel.

(a) {(z,y,2): z,y,2z € R,20 4+ 3y — 7z =0} () {(z,y,2): x,y,zeRz+y=y+z=2z+2=0}
) {(z,y,2) : z,y,2 € R,ayz = 0} (d) {(a—b+c,a+b—c,2a+3b),: a,b,c € R}

Exercice 2.8 Parmi les sous-ensembles suivants de I'espace vectoriel F(R,R) des fonctions de R dans R, lesquels
sont des sous-espaces vectoriels?



(a) A={f:R — R: f est paire} (d) D={f:R — R: Vz eR, f(x) >0}
(b) B={f:R — R: f est impaire} (e) E={f:R—R:VzeZ, f(z) =0}
(c) C={f:R—R:Vx eR, f(—x) = f(x)+2} f) F={f:R—R: f(1) =0}

Exercice 2.9 Parmi les sous-ensembles suivants de R[X] lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?
(a) {PeR[X]: degP =T} (¢) {P € R[X]: P est pair}
(b) {P € R[X]: degP <3} (d) {PeR[X]: P(1)=P(2) = P(3) =0}

Exercice 2.10 Soient E un K-espace vectoriel et F', G deux sous espaces vectoriels de F. Montrer que F'U G est
un sous-espace vectoriel de E si et seulement si ¥ C G ou G C F.

3 Familles de vecteurs libres, liées, génératrices, bases

Exercice 3.1 Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libres ou liées ?

((1,-1,1),(2,-2,2),(3,-1,1),(4,2,1)), ((1,2,0)(1,2,1),(1,2,0)), ((2,3),(1,1)),
((17 27 Oa O)’ (17 21 1; ]-)7 (17 2a 07 _1))a ((2707 ]-7 0)? (27 27 1a 1)’ (_1a 17 _17 O)a (07 _]-7 2a 0))

Exercice 3.2 Soit F = {(2a+38,a — 3,0+ 283,20 — ) | a, 3 € R}. Montrer que F est le sous-espace vectoriel de
R* engendré par les vecteurs (2,1,1,2) et (3,—1,2,—1).

Exercice 3.3 Dans le R-espace vectoriel R?, montrer que le sous-espace vectoriel engendré par u = (2,0,—1) et
v = (3,2,—4) est égal au sous-espace vectoriel engendré par w = (1,2, —3) et z = (0,4, —5), c’est a dire:

Vect(u, v) = Vect(w, 2).

Exercice 3.4 On considére les vecteurs suivants dans I’espace vectoriel R3:
up = (1,0,1),ue = (1,-1,1),u3 = (1,1,1),ug = (1,0, —1),us = (m, 1, —-1).
Dans chacune des situations suivantes, dire s’il existe des réels A; non tous nuls tels que :

(a) AU + Agug + Asuz = 0. (C) A1Ug + Aausg + Aqus = 0.
(b) )\1’&1 + )\2’&2 + )\4’&4 =0.

Exercice 3.5 Montrer que les familles de vecteurs de R™ suivantes sont libres (on précisera la valeur de n pour
chaque famille) :

(a) ((170)7(151)); (C) ((_35_17_1)a(_197_11’_2)7(0’_171))'
(b) ((1,1,0),(1,1,1),(0,1,-1)) ; (d) ((3,-20,—13,1),(—6,41,26,—1),(—3,19,4,2)).

Exercice 3.6 Soit E 'espace vectoriel formé des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels. Montrer que les

matrices
1 0 0 1 1 -1
a=(o ) m=( o) o= (4 )

forment une famille libre dans FE.



Exercice 3.7 Donner une condition nécessaire et suffisante sur le paramétre m € R pour que les vecteurs u =
(1,1,-1), v = (2,1,0), w = (—1,m, 1) forment une famille libre de R3.

Exercice 3.8 Dans K[X], considérons les polynomes
Po=X’4+X, PP=X-2 P3=-X%+1

La famille (Py, Py, P») est-elle libre ou liée ?

Exercice 3.9 On considére le R-espace vectoriel E des fonctions continues de R dans R. Dites si les familles de
fonctions suivantes sont libres :

a) {r— 1,z z} ¢) {x— sinz,z — cosz}

b) {z+— 1,2 — x,2 > 22} d) {z— z,2 — exp(—z),z — exp(x),x — exp(2z)}

Exercice 3.10 On considére les vecteurs suivants de R?:
vy = (1,0,1),v2 = (1,-1,1),v3 = (1,1,-1)

wy = (1,0,0),102 = (15 1,0),’([)3 = (17 13 1)

Exprimer chaque w; comme combinaison linéaire des v; puis chaque v; comme combinaison linéaire des w;.

Exercice 3.11 On considére les quatre vecteurs suivants de R*:
up = (1,2,3,4),us = (1,1,2,3),u3 = (2,3,57),u1 = (—1,0,—1, —2).

La famille (u1, us, us, us) de R* est-elle libre ou lide ? Si elle est liée, déterminer une relation de dépendance linéaire
existante entre ces vecteurs.

=)
= o O

0 1 1 0

Exercice 3.12 Soient A= |0 0 1] et B= 0| dans M3(R). La famille (I, A, B, A%, B?, AB) est-elle
0 0 O 0
1

libre dans le R-espace vectoriel M3(R) ?

Exercice 3.13 On considére les matrices suivantes :

10 1 0 -1 1 00 0 00 00 1 0 -1 2 -1 2 1 1
111,44 3 3|,la26]|, 10|, l12],-11 1 =2,/ 1 00 -1
110 4 3 2 41 5 2 1 2 4 1 1 0 2 0 4 2 0

Pour chacune d’elles, indiquer si la famille de vecteurs de R? associée est : libre, génératrice de R?, une base de R3.

Exercice 3.14 Soit S I’ensemble des solutions de I'équation z — y + z = 0 dans R? :

S ={(z,y,2) €ER® |z —y+ 2 =0}

(a) Montrer que I'ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.
(b) En donner une famille génératrice puis une base.

(¢) Quelles sont les coordonnées du vecteur (3,2, —1) dans cette base ?



Exercice 3.15 Dans R*, on considére I’ensemble des vecteurs (z,y, 2,t) qui vérifient Péquation
r+y+z2z+t=0.

Donner une base de ce sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 3.16 Dans R?, on considére I’ensemble des vecteurs (z,v, 2) qui vérifient le systéme :

z+y+z =0
2r—y+2z =0

Donner une base de ce sous-espace vectoriel.

z+2y =0

3.
2tz =0 dans R*” i.e.

Exercice 3.17 Soit S 'ensemble des solutions des équations {

S ={(r,y,2) €ER® | 2 +2y =0 et 2y + 2z = 0}.

(a) Montrer que I'ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.

(b) En donner une famille génératrice puis une base. Quelle est la dimension de S ?

Exercice 3.18 On considére les vecteurs suivants de C3:

up = (1—14,4,1—14),us = (—-1,1,3),u3 = (1 — i,4,4).

(a) Montrer que (uy,us,us) est une base du C-espace vectoriel C3.

(b) Calculer les coordonnées du vecteur (1 + 4,2,4) dans la base (uq, us, us).

Exercice 3.19 Montrer que 'ensemble F = {P € Ky[X] | P(1 — X) = P(X)} est un K-espace vectoriel puis en
donner une base. En déduire la dimension de F.

Exercice 3.20 On considére la famille suivante de polynomes :

F={L1+X,1+ X+ X% 1+ X+ X*+X?}.

(a) Montrer que F est une base de R3[X]. Quelle est la dimension de R3[X] ?

(b) Donner les coordonnées d’un polynome P(X) = ag + a1 X + aaX? + a3 X3 dans cette base.

4 Intersection, somme, supplémentaire, somme directe

Exercice 4.1 Considérons les matrices suivantes :

1.0 2 0
1010
A1:< ) Ap=| 0 10 1|, A3=(2 -1 0 1).
010 1
2 1 4 1

On note S respectivement Sy, Ss, 'ensemble des vecteurs v tels que A;vT = 0, respectivement A,v” = 0, Asv” = 0.
Ce sont chacun des sous-espaces vectoriels de R™ pour un certain n. Préciser & chaque fois lequel. Trouver la
dimension de S; N S; pour tous les couples (i, j) possibles.



Exercice 4.2 Soient F = {(z,y,2) € R3|z +y—2=0} et G = {(x —y,x +y,7 — 3y)|(z,y) € R?}.

a) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

b

Déterminer une équation satisfaite par les coordonnées des éléments de G.

(a)

(b)

(c) Déterminer deux familles A C R? et B C R? telles que F' = Vect(A) et G = Vect(B).
)

(d) Déterminer une base du sous-espace vectoriel F' N G. Quelle est sa dimension ?

Exercice 4.3 Soient
U1 = (17 17 3a _1)7 Vg = (2a _17 _4a4)a V3 = (07 17 2a O)

On pose G = Vect(vy,v2,v3) et F = {(z,y,2,t) ER* |z —2=0et 2 — 3y +t=0}.
(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en donner une base.
(b) Déterminer une base de G, en déduire sa dimension.

(¢) Soit u = (x,y, z,t) un vecteur appartenant a G. Déterminer une équation satisfaite par les coordonnées de u.

)
)
)
(d) Déterminer FNG. A-t-on F +G=R*?

Exercice 4.4 Soient P = R?, D; le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (2, 1) et D le sous-espace vectoriel
engendré par le vecteur (0,1). Montrer que P est la somme directe de D; et de Dy. Soit D} le sous-espace vectoriel
engendré par le vecteur (1,1). Montrer que P est aussi la somme directe de Dy et de Dj.

Exercice 4.5 Les sous-espaces vectoriels F' = Vect((3,0,1,2)) et G = {(z,y, 2,t) € Rz + 3y — 2 + 2t = 0} sont-ils
supplémentaires dans R*.

Exercice 4.6 On se place dans le K-espace vectoriel K.
Soient H = {(x1, -+ ,2p) € K21+ + 2, =0} et u = (1,1,---,1) € K*. Montrer que H et Vect(u) sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de K".

al 0 AN 0
0 as ... 0
Exercice 4.7 Soient F le K-espace vectoriel M,,(K) et F' la famille formée des matrices . . o,
0 0 ... ap
(a1, -+ ,a,) € K*. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E et trouver un sous-espace supplémentaire
00 ... 0
10 ... 0
de F' dans F ne contenant pas la matrice .
0 0 0

Exercice 4.8 Soit P le sous-espace vectoriel de C* engendré par u = (1,2,2,i),v = (2,4,2,—2i). Déterminer un
supplémentaire V de P dans C%.

Exercice 4.9 On se place dans le R-espace vectoriel E = C([0, 7], R).

Soient F' = {f € E|f(0) = f <%> = f(r) = 0} et G = Vect(sin, cos). Montrer que F et G sont des sous-espaces

vectoriels supplémentaires de E.



Exercice 4.10 Soit E = M,,(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées de taille n x n.
On définit
S,(R)={A e M,(R)|'A= A} et Ap(R) = {A e M,[R)|"A=-A}

respectivement ’ensemble des matrices symétriques et ’ensemble des matrices anti-symétriques ot *A désigne la
transposée de la matrice A.
(a) Montrer que S, (R) et A, (R) sont deux sous-espaces vectoriels de E.

(b) Prenons n = 2 et la matrice M = (; i) € Ms(R).

Ecrire explicitement M sous la forme M = Mg + M, avec M, une matrice symétrique et M, une matrice
anti-symétrique.

(¢) Montrer que M, (R) = S,(R) & A,(R).

5 Changements de bases

Exercice 5.1 Résoudre le systéme linéaire suivant :

2y+ t =1
r 2y +=z =2

4y +=z =0

+y +t =-1

Trouvez les coordonnées du vecteur (1,2, 0, —1) dans la base (v1,v2,v3,v4) de R* avec v; = (0,1,0,0), vy = (2,2,4,1),
v3 = (0,1,1,0) et vg4 = (1,0,0,1).

Exercice 5.2 Considérons les matrices suivantes :

1 1 o0 2 0 1 0 2 1
A=|l0 -1 1 |,B=[0o0 1 ]|,c= -1 4 1
1 0 -1 2 1 0 0 10

Montrer que ces matrices sont inversibles et calculer leurs inverses.

Donner les coordonnées des vecteurs :
v; = (1,0,0),v2 = (0,1,0),v3 = (0,0,1),v4 = (1,2,3),v5 = (0,0,0)

dans les bases de R? dont les matrices associées dans la base canonique de R? sont respectivement A, B et C.

Exercice 5.3 Considérons la matrice :

A:

o O = O
— R NN
O~ = O
— o O

Considérons la famille (v, v2, v3,v4) de vecteurs de R* dont la matrice associée dans la base canonique est égale a A.
Montrer que cette famille est une base de R%.

Considérons les vecteurs wy, wa, w3 dont les coordonnées dans la base {v1,v2,v3,v4} sont respectivement :
(1,2,1,2), (0,0,1,0), (0,—1,1/2,15).

Déterminer les coordonnées de wi, ws et w3 dans la base canonique de R*.



Exercice 5.4 Considérons la base (e, ez) dont la matrice associée dans la base canonique de R? est :

11
V2 I\l 1
Dessiner les deux vecteurs de cette base de R%. On pourra éventuellement utiliser un compas et/ou ses connaissances
de trigonomeétrie (cosinus, sinus). Dessinez les vecteurs suivants :
1 2 1 -1 2
=\ 0 y U4 = \—F=, —=

Graphiquement, quelles sont les coordonnées des vecteurs vy, v2, v3, v4 dans la base (e, e2). Par le calcul, déterminer
les coordonnées des vecteurs wy, ws, w3 dans la base (eq, ez).

),w1 = (271)7’(1)2 = (—1,3),’[1}3 = (0,—2).

Exercice 5.5 Considérons la base (e1, e2) dont la matrice associée dans la base canonique de R? est :

1 _1

V3 3
Dessiner les deux vecteurs de cette base. On pourra éventuellement utiliser un compas et/ou ses connaissances de
trigonomeétrie (cosinus, sinus). Dessiner les vecteurs wy, we, ws dont les coordonnées dans la base (eq, e2) sont données

respectivement par :
(2,1),(-1,3),(0,-2).

Exercice 5.6 Considérons les matrices orthogonales suivantes:

1 1
) 1+? -1 —21—1 1 -2 6 -3
1 V2 1 -3 2 6

Quelle est I'écriture des vecteurs :
1
wy = (07 17 71)5 w2 = (17 27 0)7 w3 = (77 07 1)
V2

dans les différentes bases de R3 de matrices associées (dans la base canonique de R3) A et B.

Exercice 5.7 Considérons la base (e1, ez, e2) de R? dont la matrice associée dans la base canonique de R? est :

1 -7 4 4
3 4 -1 8
4 8§ -1

Est-ce que cette matrice est orthogonale 7 En déduire les valeurs des produits scalaires e; - ¢; des vecteurs de la base.
Considérons la base (e}, e}, €4) dont la matrice associée dans la base canonique de R3 est :

2 2 1
-1-2 1 2
1 -2 2
Montrer que cette matrice est orthogonale. Considérons les vecteurs

wy = (1,1,1),ws = (1,0, 1), ws = (4,0,1).

Calculer les produits scalaires entre les w; et les e;. En déduire les coordonnées des vecteurs w; dans la base (eg, ea, e3)
de R3.

Calculer les produits scalaires entre les w; et les e,. En déduire qgles coordonnées des vecteurs w; dans la base
(€}, €eh,es) de R3.



6 QCM récapitulatifs
QCM 6.1 On peut dire que:

(a) Un sous-ensemble non vide de R? qui est stable par combinaisons linéaires est un sous-espace-vectoriel. I:]
(b) L’intersection de deux s.e.v. peut étre vide. I:]
(c) Un plan affine de R3 (une partie d’équation ax + by + cz + d = 0) est toujours un sev. I:]

(d) Une droite affine de R? (une partie d’équation ax + by +c = 0) qui passe par zéro est un s.e.v. I:]

QCM 6.2 Soit S un sous-espace vectoriel de R?. On peut dire que :

(a) S contient au moins une droite. I:]
(b) Sidim S = 3, le vecteur (1,1,1) est dans S. I:]

(c) Si S contient les droites vectorielles engendrées par (0,1,0) et (1,1,0) alors S contient tout le plan d’équation

S

(d) Si S contient deux droites vectorielles distinctes alors sa dimension est au minimum de 2. I:]

(e) L’intersection de deux plans vectoriels distincts est toujours une droite vectorielle. I:]

QCM 6.3 Notons S le sous-espace vectoriel de R? défini par 'équation x + 2y + z = 0.

(a) S est une droite. I:]

(b) S contient la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,2,1). I:]

(c) S est inclus dans le s.e.v. engendré par les vecteurs (3,2,3), (2,2,2), (—1,—-2,—1). I:]
(d) S contient le vecteur v = (1,—1,1) ainsi que tous les vecteurs colinéaires a v. I:]

QCM 6.4 Une famille de vecteurs (v, va, ..., v, ) est libre si et seulement si...

(a) Toute famille (aq, o, ..., o) de scalaires vérifie ajvy + v + ... + @, v, = 0. I:]

(b) 1l existe une famille (aq, @, ..., ) de scalaires vérifiant ayvy + agvs + ... + apv, = 0. I:]

(¢) La seule famille (aq,as, ..., a,) de scalaires vérifiant cjvq + agve + ... + apv, = 0 est la famille (0,0, ...,0).

a1 =0,a0 =0,...,ap, = 0.

d) Pour toute famille (a7, as, ..., o, ) de scalaires, si l'on a aqv1 + aovs + ... + a0, = 0 alors on a nécessairement
) ) b) ?

(e) Si une famille (a1, as, ..., a,) de scalaires vérifie ajv1 + agvs + ... + ayv, = 0, alors 'un au moins des «; est
nul.

QCM 6.5 Considérons I'ensemble S des (z,y, z,t) de R* vérifiant les équations suivantes :

r + vy — 2z + t =0
z — 2t = 0

On peut dire que
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(a) S n’est pas un sous-espace vectoriel. I:]
(b) Une base de S contient 2 vecteurs. I:]

(¢) S est un sous-espace vectoriel dont une base est donnée par ((—1,1,0,0),(1,0,2,1)). I:]

(d) S est un sous-espace vectoriel dont une base est donnée par ((1,1,—1,1),(0,0,1, —2)). I:]

() OnaS={A1,-1,0,0)+p(0,51,3): xeRucR} ]

QCM 6.6 Soient vy = (1,1,2,1), vo = (2,1,3,4), v3 = (1,2,3,—1). On peut dire que :

(a) vect(v1,ve,v3) est de dimension 2. I:]
(b) 11 faut au minimum 3 équations pour décrire vect(vy, vy, v3). I:]

, . zr + 2y = 0
(c) vect{vy,ve,v3} est I'ensemble des solutions de {x N yy _ o I:]

(d) 1l faut exactement deux équations linéairement indépendantes pour décrire vect(vy, v, vs). I:]

(e) Un systéme d’équations de vect(vy,vo, v3) est

-r - Yy + =z =0
=3z + 2y + t =0

QCM 6.7 Une famille de vecteurs (v, va, ..., v, ) de R™ est liée si et seulement si...

(a) Un des vecteurs v; peut s’écrire comme une combinaison linéaire des autres vecteurs. I:]
(b) (v1,va,...,v,) nest pas une base de R™. I:]
(c) Tl existe une famille de scalaires aq, as, ...., o, qui vérifie ajv; + asve + ... + a,v, = 0. I:]

(d) Toute famille de scalaires (aq, as, ...., ay,) vérifie ayv1 + aovg + ... + av, = 0. I:]

QCM 6.8 : Les familles suivantes forment des bases de R3...

-1,-2),24) [ ]
L,L,o), (0,0} [ ]

(a) {(
(
Loy, onr [ ]
(
(

{
(b) {
(©) {
(d) {
(e) {

12.3), (1,0, (L0 [ ]
12.3),(1,1,0), (L0,0), (L L)) [ ]

QCM 6.9 Soient v; = (1,3,5), va = (2,0,1) et b= (2,9,14). On peut dire que :

(a) b est une combinaison linéaire de vy et vs. I:]
(b) b n’est pas dans vect(vy, va). I:]
(c) La famille (v, v2) engendre R3. I:]
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(d) v et vg sont linéairement indépendants. I:]
(e) w1 et b sont colinéaires. I:]
(f) (v1,v2,b) est une base de R3. I:]

QCM 6.10 Soient v; = (1,—1,-3), vo = (—5,7,8) et v3 = (1,1, k). On peut dire que :

(a) Pour h = 0 les vecteurs vy, vq, v3 sont linéairement dépendants. I:]
(b) Pour h = —10 les vecteurs vy, v9, v3 sont linéairement dépendants. I:]
(¢) Pour h = 10 les vecteurs vy, v, v3 sont linéairement indépendants. I:]

(d) Pour tout h les vecteurs vy, ve, v3 sont linéairement indépendants. I:]

(e) 1l existe h tel que (v, ve,v3) forme une base. I:]

QCM 6.11 On peut dire que :

(a) Les coordonnées de v = (1,0,2) dans la base ((1,0,1),(1,0,0),(1,1,0)) sont (2,—1,0). I:]
(b) Les coordonnées de v = (1,0,2) dans la base ((1,0,1),(1,0,0),(1,1,0)) sont (0,2,1). I:]

(¢) Les matrices

0 0 1 11 1
1 -1 -1 |, 00 1
0 1 0 100

sont inverses I'une de 'autre. I:]
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