Corrigé du probléme

Mines-Ponts 1995, premiére épreuve

Premiére partie

1. a) @ On note 7 (U) l'ensemble des périodes d'une suite complexe périodique U ; alors 7 (U) est un sous-
ensemble non vide de N qui admet donc un plus petit élément, noté pg. Soit p une autre période de U et
effectuons la division euclidienne de p par pg, p = qpo + r avec 0 < r < po. Comme pg et p sont des périodes
de U, pour tout n € N,

Up = Un+p = Un+gpo+r = Un+r-

On constate que ou bien r est également une période de U ou bien r = 0. Comme pyq est la plus petite période
de U et r < pg, nécessairement r = 0 et toute période de U est un multiple de pg.

e Pour Q = (w,,) avec w,, =1, on a 7(2) = N*.

e Pour C = (¢,) avec ¢, = Re(i"*1), on 7(C) = {4n,n € N*}.

b) On note P I'ensemble des suites périodiques complexes et B I’ensemble des suites complexes bornées.

e Soit U et V deux suites dans P et notons pg et qg leur plus petite période respective. Soit m le ppcm de
po et qo; alors m € T(U) et m € T(V) par la question précédente et s tm + Uptm = Un + vy On en déduit
que U + V est périodique.

e Pour A € C, la suite (AU) est également périodique.

e De plus, P n’est pas vide : 2 € P.

‘P est un sous-espace vectoriel de B.

¢) Considérons les suites U ) de plus petite période p définies de par u%p ) = 0si p ne divise pas n et

u, = 1 si p divise n. Le systeme (U®)) est un systeme libre de P. En effet, soit ", ., AU®P) = 0 on
p1 < p2 < -+ < pi. En considérant le terme de rang p1, on voit que A; = 0, puis par récurrence que \; = 0
pour tout 2.

‘P contient un systeme libre non fini, donc P n’est pas de dimension finie.

2. On pose A(U,p,n) = %20<k<p—l Uptk pour U suite de P, p et n des entiers naturels.

a) On suppose que p est une période de U; alors u,yr = wu; pour un entier i entre 0 et p — 1 et
{n+k,0<k<p—1} est en bijection avec {7,0 <i <p—1} d’ou

A(Uap7 n) = l Z Un+k = Z Uk

1

0<k<p—1 p 0<k<p—1
De plus si D = qpo, A(U,p, n) _:.q,%g D 0<k<qpo—1 Uk = plo > 0<k<po—1 k- On voit que A(U,n,p) ne dépend
pas de n ni de la période p choisie.
On note L(U) = A(U,n, p) lorsque p est une période de U.
b) L(Q)=1et L(C)=11+4i—1-1) =0.
¢) On note Py le noyau de L; comme L est une forme linéaire, Py est un hyperplan de P et toute suite
n’appartenant pas a Py engendre un supplémentaire de Py dans P. Le calcul précédent montre que 2 & Py,
d’ott P = Py + Py ot P1 = Vect Q.

3. AU = (uy) dans P, on associe U’ = (u/,) définie par u!, = upy1 — tn.

a) e Notons p une période de U ; alors u;Hp = Uppptl — Untp = Unt1 — Uy, = u,, donc U’ est aussi une suite
périodique de période p et U — U’ induit une application de P dans P.

e Soit U et V dans P et A un complexe. Clairement D(AU) = AD(U) et D(U + V) = D(U) + D(V); donc
D est un endomorphisme de P.

e D(Q) est la suite nulle et D(C) = (c,) de période 4 avec ¢{, =i—1,¢, = —-1—i,ch=1+iet ¢4 =—i—1.
e Soit U € Ker D ; alors u,4+1 — u, = 0 pour tout n. Le noyau de D est I’ensemble des suites constantes.

e L’image de D est incluse dans Py. Réciproquement, soit U’ € Py et choisissons ug quelconque dans C. La
suite U définie par ug et u, = ul,_; + un,—1 est périodique et vérifie U' = D(U). On en déduit que I'image
de D est Py.



b) Pour U € Py, I'image D(U) € Py, donc Py est stable par D.

e Le noyau de la restriction de D & Py est I’ensemble de suites constantes U telles que L(U) = 0; il est donc
restreint a la suite nulle. La restriction de D a Py est injective.

e Soit U’ € Py et U une suite de P telle que D(U) = U’ de période p.

1 Z Uk:%(pUO"‘ Z Z u;);

P oci<p 1<k<p—10<i<k—1

si l'on choisit uy = —% Do 1<h<p1 2oo<i<k_1 Ui, on voit que U € Py. La restriction de D & Pg est surjective
et induit un automorphisme de Py.

c)  Si X est une valeur propre de D asociée a un vecteur propre U non nul, alors Au, = u,41 — uy, pour
tout n € N. La suite U est une suite vérifiant u,+1 = (1 + N)u, ; ¢’est une suite géométrique de raison 1+ A.
De plus, U est périodique, donc il existe un entier p tel que (1 4+ A)P =1 : 1+ X est une racine de 'unité.

e Réciproquement si A est tel que 1+ A soit une racine de 'unité d’ordre p, toute suite U définie par u,, =
uo(14+ )™ avec ug # 0, est périodique de période p et vérifie ul, = upt+1 — tp = uo(1+ A= 1)(L+X)™ = Auy,.
C’est donc un vecteur propre de D asocié a A.

4. AU € P, on associe 0(U) = U* = (u;,) définie par uy, = > (<, Uk-
a) Soit U € Py de période p; alors U* est une suite périodique de période p ; En effet
= X ow= Yowr Y w= Y wei
0<k<n+p 0<k<n n+1<k<n+p 0<k<n
D’autre part, on remarque que 6 est linéaire, d’ou une application linéaire de Py dans P.

b) e Le noyau de 6 est 'ensemble des suites U de Py telles que > ., ur = 0 pour tout n € N; par
récurrence sur les termes de la suite, on voit que nécessairement u,, = 0 pour tout n. L’application 6 est
injective.

e Soit U* € P et posons ug = ufy, up = uly —us_, pour n > 1. On vérifie facilement que §(U) = U* et
U € Py par la question 2.. L’application 6 est surjective.

Deuxiéme partie

1. e Soit U = (uy,) une suite périodique. La suite (u,,) ne converge vers 0 que si elle est constante égale a 0.
Donc la série de terme général (u,,) diverge grossierement en général et converge vers 0 si la suite (u,) est
nulle.

e Soit a > 1; la suite (u,,) est périodique, donc bornée. On en déduit que |v,| = ‘ZZ‘ < flv—i, qui est le terme
général d’une série convergente. (v,,) est donc le terme général d’une série absolument convergente.

2. Soit U = (u,,) une suite de période p; on considere v,, = == et

Uj
W = E, Vkp+j = E,
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car p est fixé. On en déduit que si ZO<j<p—1 uj # 0, c’est-a-dire si U ¢ Py la série de terme général (wy,) est
divergente et lorsque U € Py, elle est absolument convergente.

€) D o< j<kpip—1 Vi = 2oo<j<k Wy on en déduit que sisi U & Po,la série de terme général (v,,) est divergente.
Lorsque U € Py, prenons n un entier et k entier défini par kp <n < kp+p — 1.

1D D = B S ) B S

0<j<n 0<j<k n+1<j<kp+p—1 n+1<j<kp+p—1

d’olt

1 1
|Zvj—zwj|§n—+1 Z |Uj|§n—+1 Z |-

0<j<n 0<j<k n+1<j<kp+p—1 0<j<p-1
On conclut que la série de terme général (v, ) converge vers la méme limite que la série de terme général
3. a) Soit C = (¢,) défini par ¢, = Re(i"*!), qui est une suite périodique de période 4 appartenant  Py.
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n>1 n>1

c 12 7. . . s . 2n—1 .
Considérons la série de fonctions continues de terme général (—1)"+! t2n71 sur [0,1]. Elle converge uni-

nt?n !
ot 2n—1
(an(z)) = (%= ) est positive décroissante pour tout = € [0, 1], la suite de fonctions (a,) converge uni-
formément vers 0 sur [0, 1] et la somme |}, .., . (—1)"| est bornée par 1 indépendemment de n et de p.

On en déduit que
S G
S(@)=2. om—1 4

n>1

formément sur [0, 1], vers la fonction 3 -, (1) = — Arctgt, par le critere d’Abel. En effet, la suite

b. Soit T' = (ty,) de période p, définie par t, =1 pour 1 <r <p—1lett, =1—p. S(T) a pour limite la
limite de la série de terme général (wy) construite & partir de 7.

Z T (—— + e —
1Sk§pn+p—1k 1<k<n pk pk+1 pk+p—1
_ 1 1
1<k<pn+p—1 k 1<k<n k
n+p—1
= In(pn +p—1)+7—Inn -y +o(1) = In =P+ o(1).

On en déduit S(T') = Inp.



