Agrégation interne - décembre 2005

Les séries de Fourier

Exercice 1
Soit f : R — R la fonction 27-périodique paire telle que f(t) =1 — % site 0,7
a) Calculer les coefficients de Fourier de f.
Solution : ag =0, a, = ﬁ((—l)"Jrl +1) et b, = 0 puisque f est paire.
b) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
Solution : f est de classe C' par morceaux donc sa série de Fourier converge ; de plus elle est continue,
on en déduit que la série de Fourier converge vers f en tout x € R.
¢) Déterminer les sommes des séries >, - m et >, 51 e
2
s

Solution : on calcule f(0) et on en déduit Y, <, m = “Tj et Yo =%

Exercice 2 Polynomes de Bernoulli

1) Montrer qu’il existe une unique suite de polynémes B, tels que
i) Bo(t) =1,
’L'L) B; = po,;L
iii) [o Bp(t)dt =0sip> 1.
Solution : on le démontre par récurrence
pour n = 0, By est bien défini de manieére unique ;
— soit n tel que B,, existe, soit défini de maniére unique et soit de degré n ; on peut alors construire
B,,+1 de maniere unique.
On a B;l+1 = B,,, donc B,, ;1 est déterminé a une constante pres. Si B, = a, X"+ --+a1 X +ag, alors
Bhi1 = n(iﬁX"“ 44+ L X?+apX)+ K est bien de degré n+1 et la condition fol Bp1(t)dt =0
permet de déterminer explicitement K.
2) Calculer By, Bs et vérifier que B, est un polynéme de degré p.
Solution : By =X — 1, B =2(3X? - 31X+ %) =X?—- X +6)
3) On pose b, = Bp(0). Montrer que :
a) Bp(r) = 3 g<inep(bn)bma?™™ (on pourra appliquer une formule de Taylor a B, en 0).
Solution : la formule de Taylor appliquée a B, en 0 a 'ordre p permet d’écrire

p
By(x) = Bp(0) + zB,(0) +--- + %Bép) (0)

et par la propriété ii), on a Bzgm) (0) = (pf—!k)!Bm (0) = (pf—in)!bm, d’on la formule recherchée.

b) Bp(x) = (=1)PBp(1 — ).
Solution : soit Q,(z) = (=1)?B,(1 — x); on vérifie que Qo(z) = 1, Q)(x) = (=1)PT'B)(1 —z) =
(*1)1)71po71(1 —)= prfl(I) et

/01 Qp(t)dt:(—1)p/()pr(1—t)dt:(—l)p“/lo By(t)dt = 0

sip>1.
Comme By, est la seule suite de polynomes vérifiant ces propriétés, on en déduit que B,(z) = Q,(x) =
(~1PB, (1 - ).

¢) En calculant B,(1), en déduire que b, € Q.
Solution : Bp(1) =3 <, <,(0,)bm = (=1)PBp(0) = (=1)Pby, ; d’autre part, B,(1) = b, pour p > 2 en
considérant les propriétés i) et i¢). On en déduit que b, = 0 si p > 1 est impair et, par récurrence,
que by, est rationnel si p est pair.

4) On considere la fonction 1-périodique suivante : By(z) = Bp(z — E(x)).
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a) En utilisant la formule i7), montrer que le n-ieme-coefficient de Fourier de Bp , pour p > 1, est

|

p: .
en(p) = _W sin#0 et co(p)=0
Solution : co(p) = 2 fo x)dz = 0 par définition de By ;

1
en(p) 2/0 By(x)e 2™ dy

—2imnx

e :
:[—Bp(x)e i+ — /()B;,(x)e””mdx

2imn "0 " 2imn

1
p —2iTnx
— B _ d
2imn /0 p-1(z)e v

1
p' —2iTnx
=2 | B d
@imnyp 1 /0 1(z)e x

b) En déduire que

(—1)F=12(2k)! Z 27mx

Bk (x) = 2k
(2m) et
(=1)k+12(2k +1)! sin(27nx)
Bagy1(z) = (2r) 2+ Z n2k+1

n>1

Solution : les fonctions B, sont continues sur R et de classe C 1 par morceaux, on en déduit que leurs
séries de Fourier convergent et pour z € [0, 1],

By (x) = Z cn(2k)e2m e

nez
_ Z 2z7rnx
2z7m
nez
()R (2k)! 2 cos(2mnx)
- (27)2k Z n2k
n>1
et '
Bokya(x) = Y cn(2k +1)e¥™
nez
— Z _ (2k + 1)' einnm
fyert (22'7rn)2k+1
(= D)M(2K 4+ 1)!  2sin(2mna)
- (27r)2k+1 Z n2k+1
n>1
1
¢) Montrer que les nombres pory Z —7 et —x Z sont des nombres rationnels et les expliciter.
n>1 n m n>1
k+1
Solut;ion : pour = 0, on obtient Bg(0) = by = % Zn21 n%k qui est un rationnel, d’ou
b
_ k+1 2k _ 1
3k Zn% = (%)! et pour x = 3,
n>1
Bor(L) = (=DM (2R)! ¢~ 2(=1)")
2 (2#)2’6 n2k
n>1



qui est un rationnel car tous les coefficients de Bsj sont rationnels, d’ott

—1)" 2%—1
# 2. (nTlZ = (_1)k+12(2—k)! > (if)bm(%)%‘m €Q.

n>1 0<m<2k

Trigonalisation

Exercice 3 Trigonalisation d’'un endomorphisme sur C
On considere E un espace vectoriel de dimension finie n sur C et v un endomorphismede E. On note
A1, -+, A les valeurs propres toutes distinctes de u, Py (X) = [[;<;<,.(X —X;)% le polynéme caractéristique
de u et my(X) =[], (X — Xi)® son polynéme minimal.
1) Soit F; = Ker(u — A;id)?¢, I'espace caractéristique associé a \; ; montrer que la dimension de F} est 3; et
que F; = Ker(u — \;id)% .
2) Le but de cette question est de montrer que u est la somme de deux endomorphismes d et n, ou d est
diagonalisable, n est nilpotent et d et n commutent entre eux.
a) On note v; la projection sur F; parallelement a & 1< F; ; rappeler pourquoi v; et v commutent.
b) Montrer que n; = v; o u — A\;v; est nilpotent (ng :JO).
c¢) On pose d = >, -, -, A\iv; ; montrer que d est diagonalisable et que d € Ku].
d) De méme, montrer que n = Y, ., ., i € K[u] et que n est nilpotent.
e) Conclure. o
3) Tl ’agit de montrer ici P'unicité du couple (d,n) tel que u = d + n ol d estdiagonalisable, n est nilpotent
et d et n commutent entre eux.
a) Soit (d,n) le couple construit dans la question précédente et (d’,n’) vérifiant lespropriétés ci-dessus.
Montrer que d’ et n’ commutent avec u, puis avec d et n.
b) En déduire que d — d’ est diagonalisable et que n — n’ est nilpotent.
¢) Conclure.

4) Exemple : on se place dans C* muni de la base canonique (eg, 2, €3, e4) et on veut appliquer la méthode

ci-dessus a I’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est

SO g

Y
0 0
0 0
21
0 2

OO O

a) Calculer le polynéme caractéristique de A et déterminer les sous-espaces caractéristiques.
b) Expliciter les endomorphismes v;, n; et d; comme des polynémes en u.

¢) En déduire d et n.

w0

Propriétés affines ou euclidiennes

Exercice 4

Soit V' l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a deux. Soit E
I’ensemble des polynémes de V tels que fol P(z)dx =0

a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de V. En donner une base.

b) Soit € lensemble des polynomes P de V tels que fol P(z)dx = 1. Montrer que £ est un plan affine de
direction FE.

¢) Soit ¢ : & — & Papplication définie par ¢(P)(z) = P(1 — x). Montrer que ¢ est une application affine de
E.

d) Montrer que ¢ o ¢ = Id et que l'ensemble des points fixes de £ est une droite affine dont on précisera un
point et la direction.

Exercice 5

Parmi les propriétés ou énoncés suivants, lesquels ont un caractere affine et lesquels sont de nature
euclidienne ?

a) le théoréme de Thales;

b) le théoreme de Pythagore ;

¢) I est le milieu du segment [AB];



d) Papplication f est un projecteur ; une symétrie ;
I'image d’une ellipse par une application affine est une ellipse ou un segment ;
) Pintersection d’une droite et d’un cercle est soit vide, soit 1 point, soit 2 points;

€)
g) lapplication f est un endomorphisme orthogonal.

Questions

a) Que suffit-il de connaitre pour déterminer complétement une application affine du plan ou de 1'espace ?
Et s’il s’agit d’'une isométrie 7 d’'un déplacement 7 d’une similitude directe du plan ?

b) Une application transformant toute droite en une droite est-elle affine ?



