
DM-TD martingale

Exercice 1 Soit (Yn)n≥1 une suite de variable aléatoire positive indépendante. On suppose que
pour tout n ≥ 1, Yn ∈ L1 et E(Yn) = 1. Soit F0 = {∅,Ω} et Fn = σ(Yk, k ≤ n) pour tout n ≥ 1.
Posons X0 = 1 et Xn =

∏n
i=1 Yk.

1. Montrer que X est une martingale par rapport à la filtration F . En déduire que (
√
Xn)n≥0est

une sur-martingale par rapport à la même filtration.

2. On suppose que
∞∏
k=1

E(
√
Yk) = 0.

Etudier la convergence et donner la limite de la suite (
√
Xn). En déduire la convergence p.s.

de la suite (Xn)n≥0. Converge-t-elle dans L1?

3. On suppose maintenant que
∞∏
k=1

E(
√
Yk) > 0.

Montrer que (
√
Xn) est une suite de Cauchy dans L2. En déduire que (Xn) est une suite de

Cauchy dans L1 et ainsi qu’elle converge dans L1.

Exercice 2 Soit Xi des v.a. i.i.d. dans L1 et soit τ un temps d’arrêt borné. Montrer que

E(
τ∑
i=1

Xi) = E(τ)E(X1),

on pourra utiliser la variable aléatoire: Yn =
∑n

i=1Xi − nE(X1).
Montrer aussi que

E((
τ∑
i=1

Xi − τE(X1))
2) = E(τ) Var(X1).

Et dans le cas général lorsque τ n’est pas borné et E(τ) <∞, on peut montrer que

E(Xn1τ≥n) = E(X1)P(τ ≥ n).

Exercice 3 Soit (E,F , µ) un espace de probabilité. Supposons que la tribu F soit engendrée, aux
ensemble de mesure nulle près, par une famille dénombrable d’ensembles. Soit K un opérateur borné
de L1(µ) dans L∞(µ) de norme c, c’est à dire que pour toute f ∈ L1(µ),

‖Kf‖∞ ≤ c‖f‖1.
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Le but de cet exercice est de montrer l’existence de la densité de K, i.e. une fonction k : E×E → R,
majorée µ⊗ µ-p.s. par c et telle que pour tout x ∈ E,

Kf(y) =

∫
E

f(y)k(x, y)dµ(y).

1. Montrer qu’il existe une suite croissante de tribus Fn finies dont la réunion engendre F .

2. Posons Knf = E(Kf |Fn). Montrer que Kn est un opérateur borné de L1(µ) dans L∞(µ) de
norme c. Montrer aussi que Knf converge p.s. et dans L1 vers une limite que l’on déterminera.

3. Montrer que

Knf =

pn∑
p=1

1Ap
n
µpn(f),

où µpn sont des formes linéaire continue sur L1(µ).

4. En déduire que l’opérateur Kn est à densité par rapport à la mesure µ.

5. En montrant que kn est une martingale sur E × E et conclure.

Exercice 4 Soit (Ω,A) un espace mesurable. On suppose que A est engendré par une suite
dénombrable d’ensemble (An)n≥0. Pour tout n, on note Fn = σ(Ai, 0 ≤ i ≤ n). Soit P une
probabilité sur (Ω,A) et Q une mesure positive bornée sur le même espace absolument continue par
rapport à P.

1. Montrer que pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que

∀A ∈ A,P(A) > η ⇒ Q(A) < ε.

2. Montrer qu’il existe une partition finie (An,i)1≤i≤mn de Ω engendrant la tribu Fn. On pose

Xn =
mn∑
i=1

Q(An,i)

P(An,i)
1An,i

où l’on donne la valeur 0 aux rapport 0/0.

3. Montrer que (Xn) est une martingale pour la filtration Fn. Montrer que (Xn) est uniformément
intégrable. On pourra utiliser la première question et montrer que

Q(Xn > a) =

∫
Xn>a

XndP.

4. Montrer le théorème de Radon-Nicodym.
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